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خیرمقدم

سمينار اولين ١٣٩-٩٧۶ تحصيلی سال روزهای آغازين در تا فرمود عنايت توفيقمان که شاکريم را بزرگ خداوند
به مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده نماييم. برگزار رضوی منور بارگاه جوار در را بهينه سازی و کنترل
استاد زحمات از تقدیر با را کشور در بهینه سازی و کنترل تخصصی علمی گردهمایی اولین دارد افتخار میزبان عنوان
است حوزه این در تاثیرگذار و برجسته پیشگام، اساتید از یکی که کامیاد وحیدیان علی دکتر آقای جناب ارجمند
ارایه همراه به علمی موسسات و دانشگاه ها از کننده شرکت از١٢٠ بیش گردهمایی و حضور استقبال، نماید. همراه
بر علاوه دارد. کشور سراسر دانشگاه  های در ریاضی کنترل رشته گسترش و بسط از نشان شده، پذیرفته مقاله ۵٠
اندازی راه موضوع با ميزگرد يک تشکيل رشته، این برجسته اساتید توسط عمومی سخنرانی سه ارايه مقالات، ارايه
برگزاری روز دو برای که است علمی برنامه های ديگر از نام همين به انجمنی تاسيس همچنين و ریاضی کنترل رشته

شد. ديده تدارک سمينار اين
برگزارکنندگان دانشجويان، دانشگاه ها، علمی هيات اعضای از اعم محترم کنندگان شرکت کليه از پايان، در
مشارکت علمی رويداد اين برگزاری در که عزيزانی کليه و اجرايی و علمی کميته اعضای مدعو، سخنرانان نشست ها،
دانشگاه محترم رييسه هيات دريغ بی حمايت های از سمينار اين برگزاری در داريم. را امتنان و تشکر کمال نموده اند،
اسلام، جهان علوم استنادی پايگاه ايران، رياضی انجمن رياضی، علوم دانشکده محترم مديريت مشهد، فردوسی
و مدل سازی علمی قطب جبری، ساختارهای روی آنالیز علمی قطب مشهد، فردوسی دانشگاه مفاخر و آثار مرکز
ساير و رياضی علوم دانشکده عزيز دانشجويان و کارکنان اجرايی، و علمی کميته های اعضای دستگاه ها، کنترل
می داريم. عرضه آنان شريف محضر به را خود قدرانی و سپاس مراتب بدينوسيله بوده ايم. بهره مند کنندگان حمايت

سمینار دبیر
عفتی سهراب دکتر

سمینار علمی دبیران
طارقیان حامدرضا دکتر مرحوم و فراهی هادی محمد دکتر
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گیری تصمیم روش های در خطی تخصیص روش توسعه
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مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
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از یکی که دارد وجود بسیاری روش های شاخصه چند گیری تصمیم مسائل حل برای چکیده.
تصمیم مسائل در روش این توسعه هدف مقاله این در می باشد. خطی تخصیص روش آنها
برنامه مسئله یک به تبدیل نهایت در که دوم درجه تخصیص روش معرفی و شاخصه چند گیری
روش بودن ارجح مثال یک ارائه با پایان در باشد. می شود، می یک و صفر دوم درجه ریزی

کنیم. می بررسی خطی تخصیص روش به نسبت را جدید پیشنهادی

مقدمه .١

پیشنهاد متعددی روش های مسئله نوع به بسته مطلوب یا بهینه تصمیم یک به رسیدن برای
مسائل مانند ساده کلاسیک های مدل زمینه این در مسائل نوع ترین ساده جمله از است، شده
گیرد. می صورت کمی هدف یک اساس بر تنها گیری تصمیم آنها در که باشند می خطی برنامه ریزی
بهینه دنبال به است ممکن معیار یک جای به گیری تصمیم فرایند یک در تر پیچیده حالت در
داشتن خاطر به معیارها این است بدیهی باشیم، کیفی یا کمی های صورت به معیار چندین کردن
بنابراین سازد، می مشکل را گیری تصمیم فرایند و نبوده مقایسه قابل مختلف اهداف و ها مقیاس
را مطلوبیت بیشترین که هستیم گزینه ای دنبال به معمولا چندگانه معیارهای با گیری تصمیم در
تصمیم چنانچه معیاره چند گیری تصمیم مسائل در باشد. داشته امکان حد تا معیارها تمامی برای
اساس بر صورتی که در اما هدفه، چند گیری تصمیم آنرا گیرد صورت هدف چند مبنای بر گیری
ما هدف مقاله این در نامیم. می شاخصه چند گیری تصمیم را آن  پذیرد انجام شاخص چند
به معمولا شاخصه چند مدل است. گزینه ها بندی رتبه برای شاخصه چند گیری تصمیم از استفاده

. یک و صفر برنامه ریزی دوم، درجه تخصیص شاخصه، چند گیری تصمیم کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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عفتی س. و آباد تقی رنجبر م.

An, ..., A2, A1 آن در که گردد، می بندی فرمول ١ جدول در گیری تصمیم ماتریس یک صورت
انتخاب برای که باشد، می شاخص m دهنده نشان xm, ..., x2, x1 و گیری تصمیم های گزینه
dij عناصر باشند. کیفی یا کمی صورت به تواند می که شود می گرفته کار به تصمیم های گزینه
می i-ام گزینه برای j-ام شاخص مقادیر بیانگر نیز (i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m)

باشد.

شاخصه. چند گیری تصمیم در گیری تصمیم ماتریس :١ جدول

xm · · · x2 x1 شاخص / گزینه
d1m · · · d12 d11 A1

d2m · · · d22 d21 A2

...
...

...
...

...
dnm · · · dn2 dn1 An

همگی ،... و ساعتی مینتزبرگ، سیرت، سایمون، چون نظرانی صاحب گیری تصمیم فضای در
مدیران برای عقلایی و علمی های پایه بر مبنی و تر صحیح گیری تصمیم برای راهی تا آنند بر
زیاد گیری تصمیم مسائل حل در مختلف های روش تنوع .([۴ ،٢ ،١ ،۵] (ببینید آورند فراهم
انتخاب یا و گذاری اولویت ارزیابی، مانند، خاصی تصمیمات با آنها از کدام هر که باشد، می
تخصیص روش دادن توسعه هدف مقاله این در دهند. می انجام را گیری تصمیم گزینه، بهترین
راستای در باشد. می شاخصه چند گیری تصمیم مسائل حل برای دوم درجه تخصیص به خطی
یک آن حل برای که کنیم، می برخورد دوم درجه یک و صفر ریزی برنامه مسئله یک به هدف این

.([٣] (ببینید شود می استفاده خطی غیر مکمل توابع از استفاده با عصبی شبکه مدل

شاخصه چند گیری تصمیم مسائل در دوم درجه تخصیص روش .٢

به ها، شاخص از یک هر در ها گزینه از یک هر اولویت از استفاده با خطی تخصیص روش در
را ها گزینه بندی رتبه توان می آن حل با که یافت خواهیم دست ١-٠ خطی ریزی برنامه مدل یک
ها شاخص از یک هر در ها گزینه از یک هر اولویت دوم درجه خطی تخصیص روش در داد. انجام
نیاز روش این در دهیم. می دخالت ها گزینه بندی رتبه تعیین در نیز را دیگر های گزینه به نسبت
نیاز گیری تصمیم های روش اکثر در داریم. وزن بردار یک عنوان به شاخص هر نسبی اهمیت به
W = {w1, w2, ..., wm} بردار و شد داده نشان ١ جدول در که D گیری تصمیم ماتریس به
مراحل شده، داده توضیحات به توجه با داریم. کند، می بیان را ها شاخص اهمیت ضرائب که
زیر صورت به توان می را شاخصه چند گیری تصمیم مسائل حل برای دوم درجه تخصیص روش

گرفت. نظر در
١ جدول همانند را گیری تصمیم ماتریس موجود اطلاعات به توجه با اول: مرحله •

کنیم. می مشخص را آن های ویژگی به مربوط وزن بردار سپس و داده تشکیل

۴



گیری تصمیم های روش در خطی تخصیص روش توسعه

ماتریسی قبل، مرحله در گیری تصمیم ماتریس از استفاده با مرحله این در دوم: مرحله •
ها شاخص بیانگر آن های ستون و ها رتبه بیانگر آن سطرهای که دهیم می تشکیل
های گزینه با را ماتریس این های مولفه شاخص، هر در گزینه هر رتبه به توجه با باشد.

نامیم. می ها گزینه بندی رتبه را مرحله این کنیم. می پر مربوطه
به توجه با ها، شاخص وزن بردار به وابسته ماتریس یک مرحله این در سوم: مرحله •
خطی تخصیص روش ماتریس در دهیم. می تشکیل دوم مرحله در بندی رتبه ماتریس
از آن های مولفه باشد، می رتبه آن، های ستون و گزینه آن، سطرهای که (Γn×n)

است، کرده حاصل شاخص آن به توجه با گزینه آن که آید می بدست هایی وزن مجموع
t = 1, 2, ..., n و i = 1, 2, ..., n برای ،γit مانند ماتریس این مولفه هر یعنی
می یک با برابر πitj آن در که آید. می بدست γit =

∑m
j=1 πitjwj صورت به

مقدار صورت این غیر در باشد، t-ام رتبه در i-ام گزینه j-ام شاخص در اگر باشد،
یک هر در ها گزینه از یک هر اولویت آنجاییکه از اما شود. می گرفته نظر در صفر آن
این در باشد، ها گزینه بندی رتبه برای خوبی معیار تواند نمی تنهایی به ها شاخص از
بیشتری های معیار توان می آن کمک به که کرده معرفی را پیشنهادی ماتریس مقاله
سطرهای (Λn2×n2) پیشنهادی ماتریس در گرفت. نظر در کالاها بندی رتبه برای را
مختلف های رتبه در ها گزینه نیز آن، های ستون و مختلف های رتبه در ها گزینه آن،
در گزینه آن که آید می بدست هایی وزن مجموع از ماتریس این های مولفه باشند، می
مانند ماتریس این مولفه هر یعنی دارد. دیگر های گزینه رتبه به نسبت گرفته، قرار رتبه
بدست λitkl =

∑m
j=1 πitkljwj صورت به ،i, t, k, l = 1, 2, ..., n برای λitkl

در i-ام گزینه j-ام، شاخص در اگر باشد می یک با برابر ،πitklj آن در که آید. می
در صفر برابر آن مقدار صورت این غیر در باشد، l-ام رتبه در k-ام گزینه و t-ام رتبه

شود. می گرفته نظر
مسئله یک ،(Λn2×n2) ماتریس های مولفه به توجه با مرحله این در چهارم: مرحله •
آن حل با که داده، تشکیل زیر صورت به دوم درجه هدف تابع با تخصیص سازی بهینه

دهیم. انجام را ها گزینه بندی رتبه توان می

Max xTΛx

s.t. (٢ . ١)
n∑

i=1

xit = 1, t = 1, 2, ..., n

n∑
t=1

xit = 1, i = 1, 2, ..., n

x = (x11, ..., x1n, x21, ..., xn1, ..., xnn)
T ∈ {0, 1}n×n

صورت این غیر در گیرد، می قرار t-ام رتبه در i-ام گزینه یعنی ،xit = 1 اگر آن در که
گیرد. نمی قرار t-ام رتبه در i-ام گزینه که است معنی بدین ،xit = 0 اگر یعنی

۵
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خطی تخصیص روش به نسبت را پیشنهادی روش ارجحیت مثال یک ارائه با قسمت این در حال
کنیم. می بررسی

اگر بگیرید. نظر در شاخص ۶ و گزینه ۴ با را ٢ جدول در گیری تصمیم ماتریس .٢ . ١ مثال
در ،w = (0.2, 0.1, 0.1, 0.1, 0.2, 0.3) صورت به ها شاخص اهمیت گیرنده تصمیم نظر از

دهید. انجام دوم درجه و خطی تخصیص روش کمک به را ها گزینه بندی رتبه شود، گرفته نظر

.٢ . ١ مثال برای ویژگی ۶ با گزینه ۴ برای گیری تصمیم ماتریس :٢ جدول

x+6 x+5 x−4 x+3 x+2 x+1 شاخص / گزینه
9 5 9 20000 1500 2 A1

5 1 7 18000 2700 2.2 A2

7 7 3 21000 2000 1.8 A3

5 3 5 20000 1800 2.5 A4

هدف تابع مقدار با زیر شکل به جواب دو خطی، تخصیص روش به توجه با مسئله این حل
دهد: می ما به را ،z∗1 = z∗2 = 2 یکسان

x∗
1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T ,

x∗
2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T ,

در A2 و سوم رتبه در A4 دوم، تبه در A1 اول، رتبه در A3 که است این دهنده نشان اولی که
در A4 دوم، تبه در A3 اول، رتبه در A1 که است این دهنده نشان دومی و هستند، چهارم رتبه
بهینه جواب پیشنهادی، روش کمک به مسئله حل با حال هستند. چهارم رتبه در A2 و سوم رتبه

با: است برابر که باشد می گزینه یک تنها

x∗ = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T ,

از را خطی تخصیص روش در موجود ابهام توان می دوم درجه تخصیص روش کمک به بنابراین
داد. انجام بیشتر اطلاعات به توجه با را موجود های گزینه بندی رتبه و برداشت میان
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جهشی پخش فرایند با دوم درجه خطی تنظیم کننده های تصادفی بهینه کنترل مسایل
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که هستند روش هایی دنبال به محققین همواره تصادفی بهینه کنترل مسایل حل در چکیده.
می توان مثال عنوان به که دهد نتیجه را مسایل این بهینگی منظور به کافی حتی و لازم شرایط
تصادفی، بهینه کنترل مسایل پرکاربردترین از یکی برد. نام را ژاکوبی-بلمن همیلتونین- روش
مدرن مهندسی و مالی ریاضیات در فراوانی کاربردهای که می باشند خطی کننده های تنظیم
تصادفی جمله یک همراه به خطی فرم به بررسی مورد سیستم مسایل، گونه این در دارند.
در یا و براونی حرکت یک معمولا تصادفی جمله می باشد. دوم درجه فرم به عملکرد تابع و
همراه به خطی تنظیم کننده های مسایل پژوهش این در می باشد. لوی فرایند یک کلی حالت

می گردد. ارایه مسایل این بهینگی برای لازم شرایط و بررسی جهشی پخش فرایند یک

مقدمه .١

ویژه به مختلف، علوم در فراوانی کاربردهای LQR دوم درجه خطی تنظیم کننده های مسایل
تنظیم کننده های مسایل در تصادفی سیستم های جدیداً دارند. مالی ریاضیات و مدرن مهندسی
مورد سیستم مسایل دراین گونه است. گرفته قرار محققان بسیاری توجه مورد دوم درجه خطی

فرم به مطالعه

dx = [A(t)x(t) +B(t)u(t)] dt+ V
(
x(t), u(t), t

)
, t0 ≤ t ≤ tf ,(١ . ١)

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
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Vیک و پیوسته درایه های با B(t) و A(t) ماتریس های می باشد. x(t0) = x0 اولیه شرط با
عملکرد تابع می باشد. لوی فرایند یک کلی تر حالت در و براونی حرکت یک معمولا و تصادفی ترم

می باشد. زیر فرم به مسایل این برای نیز

J(t0, x0, u(·)) =
1

2

∫ tf

t0

[
xT (t)M(t)x(t) + uT (t)N(t)u(t)

]
dt

+
1

2
xT (tf )D(tf )x(tf ). (١ . ٢)

می باشند. مثبت معین و مثبت نیمه معین ترتیب به و N(t)متقارن ماتریس هایM(t)و آن در که
جهت کافی و لازم شرایط که روش هایی ارایه همواره LQR تصادفی بهینه کنترل مسایل حل در
زاکوبی-بلمن همیلتونین- روش از می توان مثال عنوان به که می باشد نظر دهد،مد نتیجه را بهینگی
فرایندهای روی بر را خود توجه محققان از برخی اخیراً برد. [٣]نام پنگ ماکزیمم اصل و [١]
برد. نام [٢] و [۴] از می توان که نموده اند معطوف می باشد لوی فرایند یک خود که جهشی پخش
بهینگی برای لازم شرایط و بررسی جهشی فرایندپخش با تصادفی بهینه کنترل مساله مقاله این در

می باشد. زیر فرم به مطالعه مورد تصادفی سیستم می گردد. مطرح آن

dx = [A(t)x(t) +B(t)u(t)] dt+ σ(t)
(
t, x(t), u(t)

)
dW (t) +

+

∫
Rn

η
(
t, x(t), u(t), z

)
, t0 ≤ t ≤ tf , (١ . ٣)

می باشد. جهشی پخش فرایند یک آخر ترم و استاندارد براونی حرکت یک W (t) آن در که

پژوهش دست آورد های .٢

دشوار و پیچیده مسایل از یکی همواره جهشی پخش فرایند با تصادفی بهینه کنترل مسایل حل
کنترل مسایل پرکاربردترین از یکی است. گرفته قرار پژوهشگران از بسیاری توجه مورد که بوده
قرار مورد جهشی پخش فرایند با مسایل مقاله این در که می باشد LQR مسایل تصادفی بهینه

می گردد. بررسی آن ها بهینگی برای لازم شرایط و گرفته

سپاس گزاری

محضر به اخلاص و صدق سر از را خویش قدردانی عمیق ترین و سپاس مراتب پایان در
کمک های و راهنمایی از همواره که عفتی، سهراب دکتر آقای جناب بزرگوارم، راهنمای استاد
وحیدیان دکتر آقایان به ویژه کنترل اساتید تمامی از هم چنین می نمایم. ابراز بردم، بهره بی دریغشان
داشتم را آن ها شاگردی افتخار تحصیلم دوران طول در که دلاور دکتر و کرباسچی دکتر کامیاد،

دارم. را قدردانی و تشکر کمال
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ناهموار محدب توابع مینیمم سازی برای طیفی-نوع، فلچر-ریوز مزدوج گرادیان روش

دعاگویی علیرضا و ∗ محمودآبادی زهرا
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هستند، هموار بهینه سازی مسائل برای کارآمد روش هایی مزدوج، گرادیان روش های چکیده.
کمتر ناهموار، بهینه سازی مسائل حل برای مزدوج گرادیان روش های از استفاده درحالیکه
با طیفی-نوع مزدوج گرادیان روش یک پژوهش، این در است. گرفته قرار مطالعه مورد
جهت های همواره که می دهیم، ارائه هموار بهینه سازی مسائل حل برای ،SV FR قاعده ی
روش یک ماریو-یوشیدا، پوشش خواص از کمال و تمام استفاده ی با می کند. تولید کاهشی
آن در که می دهیم ارائه ناهموار، محدب مینیمم سازی مسائل برای طیفی-نوع مزدوج گرادیان
همچنین می شود. استفاده ماریو-یوشیدا پوشش تقریب برای جدید، خطی جستجوی یک از

است. سراسری همگرای مناسب، شرایطی تحت نیز الگوریتم این که دید خواهیم

مقدمه .١

وجود علمی تحقیقات و مختلف زمینه های در مطالعه مورد موضوعات از فراوانی مباحث
یافتن رو، این از کرد. قالب بندی نامقید، بهینه سازی مسائل به صورت را آن ها می توان که دارند
کاربردی ترین از یکی می باشد. توجه مورد و مهم بسیار مسائل، نوع این حل برای روش هایی
مسائل مهم انواع ازجمله است. مزدوج گرادیان روش نامقید، بهینه سازی مسائل حل روش های
مشتق پذیر پیوسته به طور که تابع یک است. هموار بهینه سازی مسأله ی غیرخطی، نامقید بهینه سازی
باشد، هموار آن هدف تابع که غیرخطی نامقید بهینه سازی مسأله ی و گویند هموار تابعی را باشد
این در گوییم. ناهموار را آن این صورت درغیر می شود. نامیده هموار بهینه سازی مسأله ی یک
پوشش از درواقع، . [١] می کنیم معطوف هموارسازی تکنیک یک به را خود توجه  پژوهش،

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
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کنید فرض می کنیم. استفاده هموار مسأله ی یک به ناهموار مسأله ی تبدیل برای ، ماریو-یوشیدا
بگیرید: درنظر را زیر نامقید بهینه سازی مسأله ی باشد، ناهموار محدب تابع یک f : Rn → R

min
x∈Rn

f(x). (١ . ١)

به صورت هموار مسأله ی یک به ،(١ . ١) ناهموار مسأله ی تبدیل برای ماریو-یوشیدا، پوشش از
می کنیم: استفاده زیر

min
x∈Rn

φ(x), (١ . ٢)

می شود: تعریف چنین و است f ماریو-یوشیدای پوشش ،φ : Rn → R تابع آن در که

،φ : Rn → R هموار تابع آن گاه است. محدب تابعی f : Rn → Rکنید فرض .١ . ١ تعریف
f تابع ماریو-یوشیدای پوشش یک را می شود تعریف زیر به صورت x ∈ Rn هر برای که

می گویند:

φ(x) := min {f(z) + 1

2λ
∥z − x∥2 z ∈ Rn}, (١ . ٣)

است. مثبت حقیقی ثابت یک λ آن در که

تعریف زیر به صورت ،λ > 0 هر و x ∈ Rn هر برای hx : Rn → R کنید فرض اکنون
باشد. شده

hx(z) := f(z) +
1

2λ
∥z − x∥2, ∀z ∈ Rn. (۴ . ١)

f ماریو-یوشیدای تقریبی عملگر را می شود تعریف زیر به صورت که p : Rn → R تابع آن گاه،
می نامند:

p(x) := argmin
z∈Rn

hx(z). (۵ . ١)

که: گرفت نتیجه می توان به وضوح،

φ(x) = f(p(x)) +
1

2λ
∥p(x)− x∥2. (۶ . ١)

با: است برابر آن گرادیان و نباشد)، مشتق پذیر f وقتی (حتی است مشتق پذیر φ تابع

g(x) =
1

λ
(x− p(x)), x ∈ Rn. (١ . ٧)

یعنی f ماریو-یوشیدای پوشش مینیمم سازی برای مزدوج گرادیان روش یک پژوهش، این در
به جای ،φ تابع مقدار تقریب برای جدید خطی جستجوی یک از روش این می شود، داده ارائه φ
می شویم متمرکز طیفی-نوع فلچر-ریوز روش یک روی درواقع، می کند. استفاده آن دقیق مقدار
هموار، نامقید بهینه سازی مسائل حل برای است، کاهشی مزدوج گرادیان روش یک از برگرفته که
است. سراسری همگرای مناسب، شرایط تحت روش این که می دهیم نشان ما است. شده پیشنهاد

١١



ناهموار محدب توابع مینیمم سازی روش های

باشد. محدب قویاً ،f هدف تابع نیست نیازی روش این در که باشید داشته توجه نکته این به
یا و دشوار ،p آوردن به دست معمولا اما آورد. به دست را g و φ می توان p داشتن با می دانیم
در می زنیم، تقریب x ∈ Rn هر برای را p تابع مشکل، این رفع برای است. غیرممکن حتی

به طوری که: دارد وجود pa(x, ε) ∈ Rn بردار یک ،ε > 0 هر برای حقیقت

f(pa(x, ε)) +
1

2λ
∥pa(x, ε)− x∥2 ⩽ φ(x) + ε. (١ . ٨)

روش از می کند. مشخص را تقریب محدوده ی ε و است تقریب به معنی ،a بالایی اندیس آن در که
تابع در pa(x, ε) نقطه آوردن به دست برای ، [٢] صفحه ای برش الگوریتم

φa(x, ε) := f(pa(x, ε)) +
1

2λ
∥pa(x, ε)− x∥2 (١ . ٩)

می کنیم. استفاده

طیفی-نوع فلچر-ریوز الگوریتم .٢

فلچر-ریوز طیفی-نوع مزدوج گرادیان روش یک ،[٣] از ایده ای اساس بر بخش، این در
زیر به صورت dk جهت روش، این در می دهیم. ارائه (١ . ١) مسأله ی حل برای ،(SV FR)

می گردد: تعریف

dk :=

{
−ga(xk, εk), k = 0,

−θkg
a(xk, εk) + β

SVFR

k dk−1, k ≥ 1,
(٢ . ١)

آن: در که

β
SVFR

k :=
∥ga(xk, εk)∥ |⟨ ga(xk−1, εk−1)g

a(xk, εk) ⟩|
∥ga(xk−1, εk−1)∥3

, (٢ . ٢)

و

θk :=
|⟨ dk−1, g

a(xk, εk) ⟩| − ⟨ dk−1, g
a(xk−1, εk−1) ⟩

∥ga(xk−1, εk−1)∥2
. (٢ . ٣)

درنتیجه و (١ . ٢) مسأله ی حل برای را (SVFR) طیفی-نوع فلچر-ریوز الگوریتم می توان حال
کرد: بیان ،(١ . ١)

محدب) ناهموار مسائل برای SVFR-نوع، (الگوریتم

و x0 ∈ Rn اولیه ی نقطه ی همچنین و ،σ2 > 0 و σ1, ρ ∈ (0, 1) ثابت های ورودی.
.k := 0 دهید قرار کنید. انتخاب را ε0 > 0

pa(x, ε) نقطه خروجی.
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استفاده با و آورید به دست ای صفحه برش روش الگوریتم طبق را pa(xk, εk) بردار .١ گام
کنید. محاسبه را dk سپس و ga(xk, εk) بردار آن، از

که: کنید انتخاب طوری را εk+1 .٢ گام

0 < εk+1 < εk.

آن در به طوری که ،xk+1 := xk +αkdk و αk := ρik دهید قرار خطی). (جستجوی .٣ گام
که: باشد i نامنفی صحیح عدد کوچکترین ik

φa(xk + ρidkεk+1)φ
a(xk, εk) + σ1ρ

i ⟨ dkga(xk, εk) ⟩ − σ2ρ
2i ∥dk∥2 + εk.

بازگردید. ١ گام به و ،k := k + 1 دهید قرار .۴ گام

پایان.

یک f که است واضح آنگاه باشد، شده تعریف R روی f(x) = |x|تابع کنید فرض .٢ . ١ مثال
صفر، نقطه ی در آن مشتق زیرا می باشد. ناهموار تابع یک f همچنین است. سره محدب، تابع

نیست).مسأله ی مشتق پذیر صفر نقطه ی (در دارد ناپیوستگی
min
x∈R

f(x) = |x|

می باشد. مسأله  بهین نقطه ی ،p(x2) = 0

پژوهش دست آورد های .٣

تشکیل A2 و A1 شرط دو از که ٢ فرض تحت الگوریتم، سراسری همگرایی بخش، این در
:[١] می شود تضمین زیر به صورت است، شده

:٢ فرض

باشد. کران دار پایین از f تابع :A1

باشد. کران دار Ω := {x ∈ Rn | φ(x) < φ(x0) +
∞∑
i=0

εi } مجموعه ی :A2
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زیستی کپسول اکسيژن ساز سیستم برای باز حلقه بهینه کنترلر طراحی حاضر، مقاله در چکیده.
برای مقداری چند ورودی تابع یک عنوان به سیستم فن های سرعت می شود. بررسی و مطرح
الکتریکی توان کمینه هدف با بهینه کنترلر طراحی است. شده استفاده سیستم کارکرد کنترل
مساله می شود. منجر مقید بهینه کنترل مساله یک به محیطی، قیود رعایت با سیستم مصرفی
برای نتایج می شود. حل و مدلسازی خطی برنامه ریزی مساله یک صورت به نهایت در
و شده مقایسه است خاموش-روشن نوع از کنترلر که حالتی نتایج با نظر مورد حالت های

است. مقداری چند کنترلر حالت در شرایط بهبود از حاکی

مقدمه .١

زنده موجود حامل زیستی کپسول های الزامات از یکی کربن اکسید دی حذف و اکسیژن تامین
گرانولی اکسیژن ساز یک از پیشگام و پژوهش فضایی کاوشگرهای در است. فضایی سفرهای در
سیستم، این در .([١]) بود شده استفاده است، شده تولید و طراحی هوافضا پژوهشگاه توسط که
و داده انجام واکنش زنده موجود بازدم از حاصل کربن اکسید دی با سدیم پراکساید گرانول های
این می شود. مصرف زنده موجود توسط مجدداً اکسیژن این که می شود آزاد اکسیژن آن اثر در
و بالا در داخلی استوانه که است تو در تو توخالی استوانه سه از متشکل فیزیکی نظر از سیستم
کپسول به پاک هوای تزریق و سیستم داخلی به هوا مکش عمل که است فن عدد دو دارای پایین
روشن ماموریت از قبل دقایقی از اکسیژن ساز سیستم قبلی، ماموریت های در دارند. برعهده را

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 49J15; Secondary 49J15,
93C55, 90C05.

. دینامیکی سیستم خطی، ریزی برنامه بهینه، کنترل کلیدی. واژگان
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بیش تولید باعث الکتریکی توان زیاد مصرف بر علاوه امر این می ماند. روشن آن پایان تا و شده
با را سیستم بتوان چنانچه بنابراین، می شد. کپسول در فشار و دما افزایش و اکسیژن حد از
شرایط مصرفی، توان شدن کمینه بر علاوه که کرد کنترل گونه ای به فن ها کردن روشن و خاموش
سیستم وزن آتی، ماموریت های در می توان داشت، نگه مطلوب محدوده در نیز را حاکم محیطی
تحقیقاتی منظور همین به افزود. محموله وزن به عوض در و داد کاهش را هزینه نتیجه در و تغذیه
خاموش-روشن صورت به کنترلر رویکرد این در است. شده گزارش [٢] مرجع در که شده انجام
توان مصرف از درصد ١۵ حدود p.p.m ۵٠٠٠ سقف رعایت ازای در آن، طی که شده طراحی

است. شده کاسته الکتریکی
بتواند تا است خاموش-روشن کنترلر جای به مقداری چند کنترلر از استفاده مقاله این هدف
محیطی شرایط قیود الکتریکی، توان کمینه مصرف بر علاوه که کند تنظیم گونه ای به را فن سرعت
مطلوب تری محیطی شرایط و کمتر توان مصرف به کنترلر نوع این داریم انتظار شود. حفظ نیز
خواهد کمتری پیچیدگی محاسباتی نظر از حاصل خطی برنامه ریزی مساله براین، علاوه شود. منجر

داشت.

پژوهش دست آورد های .٢

ثابت گشتاور دارای اکسيژن ساز سیستم فن عنوان به شده استفاده DC موتور اینکه فرض با
مساله بر حاکم دینامیک سیستم [٣] مرجع طبق کرد. کنترل ولتاژ تغییر با را آن می توان باشد،

است: زیر صورت به u(t) ∈ {0, 1} مقداری دو کنترل با

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) (٢ . ١)
y(t) = Cx(t) +Du(t) (٢ . ٢)

نیز شده تعریف مقداری چند صورت به کنترل تابع که حالتی برای توان می را معادله این
نامی ولتاژ بر اعمالی ولتاژ تقسیم با ولتاژ یکه سازی حاصل کنترل تابع u(t) آن، در که بکاربرد
اکسیژن، مولفه ۵ از متشکل و مدل پاسخ برداری تابع y(t) ،u(t) = v(t)/vmax یعنی است
،A ضرايب ماتریس های همچنین است. زیستی کپسول فشار و رطوبت دما، اکسیدکربن، دی

هستند. ثابت D و C ،B
صورت به شده اعمالی ولتاژهای از وزنی ترکیب یک کمینه سازی مساله، هدف

N∑
t=0

r(t)u(t). (٢ . ٣)

است: زیر برداری قیود تحت

ymin ≤ y(t) ≤ ymax, (۴ . ٢)

مجاز مقدار بالای و پایین کران های ترتیب به که هستند بردارهایی ymax و ymin آن، در که
مقدار یک از شروع با بردارند. در را کپسول فشار و رطوبت دما، کربن، اکسید دی اکسیژن،
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اکسیژن ساز سیستم بهینه کنترل

مساله حل در پارامترهای مقدار :١ جدول

فشار دما رطوبت کربن اکسید دی اکسیژن
٨٧٠ ٢٨ ۵ ۵٠٠ ١٧ پایین کران
٩٣۵ ۴٨ ٣٠ ٢۵٠٠ ٢۴ بالا کران
٨٩٠ ٢٩ ١۶ ١٠٠٠ ١٩٬۵ اولیه مقدار

می شود حاصل زیر خطی برنامه ریزی مساله ،[۴] بازگشتی رویکرد از استفاده و y0 معلوم و اولیه

min r.u
s.t.
Lu ≤ W

(۵ . ٢)

اعمال فن ها به و آورد بدست t زمان هر در را بهینه کنترل تابع مقدار می توان مساله این حل از
کرد.

نتایج کردیم. ١حل جدول داده های و r = 1 دقیقه، T = 100 برای را مساله نمونه، عنوان به
است. شده داده نمایش ١ شکل در آن، به سیستم پاسخ سه و بهینه کنترل تابع شامل

و است مانده p.p.m ٢۵٠٠ محدوده در کربن اکسید دی مقدار می شود، ملاحظه که همانطور
نکرده کار خود توان تمام با اکسیژن ساز که حالی در هستند مطلوب محدوده در نیز دما و اکسيژن
با سیستم که حالتی با مقایسه در که آمده بدست ۵٩٬۴١ با برابر بهینه هدف تابع مقدار است.

است. شده الکتریکی توان مصرف کاهش به منجر درصد ۴٠٬۵٩ می کند، کار توان تمام
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مسئله یک برای (WACQ) ضعیف آبادی تعریفی قید معرفی به مقاله این در چکیده.
این کارگیری به با سپس پرداخت. خواهیم (MPEC) ناهموار تعادلی قیود با بهینه سازی
خواهیم بیان ناهموار (MPEC) یک برای را -ایستائی M کافی و لازم شرایط تعریفی، قید

کرد.

پیشنیازها و مقدمه .١

نظر در را زیر (MPEC، خلاصه طور (به تعادلی قیدهای با بهینه سازی مقاله،مسئله ی این در
می گیریم:

(P ) min f(x)

s.t. Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, i ∈ I := {1, ...,m},
Hi(x)Gi(x) = 0, i ∈ I,

تعریف R به Rn از که هستند شیتزی لیپ موضعا توابع (i ∈ I هر (برای ها Hi و Gi و f که
دهیم: می نمایش S با را (P ) مسئله ی موجه شده اند.مجموعه ی

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
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S := {x ∈ Rn | Hi(x) ≥ 0, Gi(x) ≥ 0, Hi(x)Gi(x) = 0, ∀i ∈ I}.

مسائل این خاص دشواری دلایل از یکی هستند. بهینه سازی مسائل دشوارترین از (MPEC)
باشد(چون محدب S که ندارد دلیلی باشند، محدب Gi و Hi توابع تمام اگر حتی که است آن
منابع ،اکثر S مجموعه ی خاص پیچیدگی دلیل به ندارد). وجود HiGi تحدب برای الزامی که
مراجعشان و [۴] و [٣] و [١] منابع می گیرند(به نظر در مشتق پذیر هارا Gi و Hi توابع موجود،
شده اند ناچار که گرفته اند، نظر در ناهموار را توابع نیز [۵] جمله از منابعی البته شود)، رجوع
آن گرفتن نظر در بدون ما مقاله، این در کنند. تحمیل مسئله به را دیگری تکلف پر فرض های
آن بهینه ی نقاط در غیر هموار (MPEC) یک ایستائی شرایط بیان به محدودکننده، شرط های
است، -ایستائی M شرط ایستایی، شرایط پرکاربردترین از یکی آنجاییکه از پرداخت. خواهیم
سرتاسر در شد. خواهیم متمرکز غیرهموار (MPEC) یک برای -ایستائی M تعمیم به نیز ما

کرد. خواهیم فرض (P ) مسئله ی از بهینه نقطه ی یک را x̂ مقاله  ، این
x0 در φ کلارک زیرمشتق x0 ∈ domφ نقطه ی و φ : Rn → R لیپ شیتز موضعاً تابع برای

می کنیم: تعریف چنین را

∂cφ(x0) := {ξ ∈ Rn | φ◦(x0; d) ≥ ⟨ξ, d⟩ ∀d ∈ Rn}

است: کلارک تعمیم یافته ی جهتی مشتق نشان دهنده ی φ◦(x; d) آن در که

φ◦(x0; d) = lim sup
y→x0,t↓0

f(y + td)− f(y)

t

با متناسب شود. مراجعه [٢] به زیرمشتق، این به مربوط قضایای و خواص مطالعه ی برای
تعریف چنین ترتیب، به آن، بر عمود و قطب مجموعه های ، Rn از B ̸= ∅ زیرمجموعه ی

می شوند:

B− := {x ∈ Rn | ⟨x, b⟩ ≤ 0 ∀b ∈ B}
B⊥ := {x ∈ Rn | ⟨x, b⟩ = 0 ∀b ∈ B}

بستار نشان دهنده ی B̄ می دهیم. نشان Cone(B) با را B شامل مخروط کوچکترین همچنین
است. B توپولوژیک

اصلی قضایای و تعاریف .٢

می کنیم: تعریف را زیر نمادهای فصل، این آغاز در

I1 := {i ∈ I | Gi(x̂) = 0, Hi(x̂) > 0},
I2 := {i ∈ I | Gi(x̂) = 0, Hi(x̂) = 0},
I3 := {i ∈ I | Gi(x̂) > 0, Hi(x̂) = 0}.
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می باشد: زیر مسئله ی از موضعی جواب یک x̂ .٢ . ١ لم

(P1) min f(x)

s.t. x ∈ S1 := {Gi(x) ≥ 0 i ∈ I1 ∪ I2;

Hi(x) ≥ 0 i ∈ I2 ∪ I3;

Gi(x)Hi(x) = 0 i ∈ I}.

در P1 اگر می کند صدق (WACQ) ضعیف آبادی تعریفی قید در (P ) می گوییم .٢ . ٢ تعریف
یعنی کند، صدق (ACQ) آبادی تعریفی )قید ∪

i∈I1

∂cGi(x̂)
)⊥ ∩

( ∪
i∈I3

∂cHi(x̂)
)⊥ ∩

(
−

∪
i∈I2

∂cGi(x̂)
)−

∩
(
−

∪
i∈I2

∂cHi(x̂)
)− ∩ {d ∈ Rn | G◦

i (x̂; d)Hi(x̂; d) = 0, i ∈ I} ⊆ Γ(S1, x̂)

تعریف زیر صورت به و است. x̂ نقطه ی در S1 بر مماس مخروط نشان دهنده ی Γ(S1, x̂) که
می شود:

Γ(S, x̂) := {d ∈ Rn | ∃{xk} ⊆ S,∃{tk} ↓ 0 : xk −→ x̂,
xk − x̂

tk
−→ d}

است. ضعیفتر (P ) برای آبادی تعریفی قید از (WACQ) .٢ . ٣ لم

روال یک آبادی، شرط تحت (P ) برای KKT کاروش-کان-تاکر لازم شرط اثبات .۴ . ٢ نکته
شرط که می دهیم نشان زیر قضایای در نیست. خاصی نکته ی هیچ شامل که دارد، استانداردی
دست به (WACQ) ضعیف تعریفی قید تحت است) KKT شرط مشابه (که -ایستائی M لازم

آید. می

آنگاه کند، صدق (WACQ) در (P ) اگر .۵ . ٢ قضیه
0 ∈ ∂cf(x̂) + Cone(M)

آن در که
M :=

( ∪
i∈I1∪I2

∂cGi(x̂)
)
∪
( ∪
i∈I2∪I3

∂cHi(x̂)
)

شرط در x̂ آنگاه باشد، بسته Cone(A) و کند صدق WACQ در (P ) اگر .۶ . ٢ قضیه
که: موجودند گونه ای به λG

i و λH
i و λ ضرایب یعنی می کند، صدق M-ایستائی

λ ≥ 0, λG
i ≥ 0 i ∈ I2, λG

i = 0 i ∈ I1, λG
i free i ∈ I3,

λH
i ≥ 0 i ∈ I2, λH

i = 0 i ∈ I2, λG
i free i ∈ I3, λH

i λ
G
i = 0 i ∈ I2,

0 ∈ ∂cf(x̂)−
m∑
i=1

(
λG
i ∂cGi(x̂) + λH

i ∂cHi(x̂)
)
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نیست. کافی ، ۶ . ٢ قضیه ی در شده ارائه لازم شرط که داد نشان می توان متعددی مثال های با
می کند. ثابت توابع تحدب شرط تحت را آن مناسب کافی شرط زیر قضیه ی ولی

( i ∈ I (برای Gi و Hi و f توابع و کند، صدق -ایستائی M شرط در x̂ اگر .٢ . ٧ قضیه
است. (P ) برای بهینه جواب یک x̂ آنگاه باشند، محدب

می گیریم: نظر در را زیر هموار غیر مسئله .٢ . ٨ مثال

min f(x, y) = | sin x|+ y

s.t. G(x, y) = max{x, y} ≥ 0,

H(x, y) = |x| − |y| ≥ 0,

G(x, y)H(x, y) = 0.

پس . Γ(S, x̂) = R2 و است مسئله جواب x̂ = (0, 0) که دید می توان ساده محاسبه یک با

برقرار λG = λH =
1

2
انتخاب با -ایستایی M شرط همچنین است. برقرار x̂ در (WACQ)

می باشد.
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تصمیم گیرنده واحدهای نسبی کارایی سنجش برای ناپارامتری روشی داده ها، پوششی تحلیل چکیده.
بار اولین برای مشترك وزن های ايده هستند. چندگانه خروجی های و ورودی دارای که است متجانس
با (٢٠٠۵ (٢٠٠٠و وهمکاران جهانشاهلو همچنین گردید. مطرح (١٩٩٠) همکاران و کوک  توسط
شدند. رتبه بندی و مشترک وزن های آوردن به دست به موفق آن چند هدفه و حل مدل نوعی پیشنهاد
وزن های ارایه با چند دوره ای دومرحله ای شبکه مسایل برای مذکور های روش گسترش با مقاله این در
یک حل با تصمیم گیرنده واحد های تمامی کارایی چند هدفه بهینه سازی روش از استفاده با و مشترک

می آید. به دست سازی بهینه مدل

مقدمه .١

متجانس تصمیم گیرنده واحدهای نسبی کارایی سنجش برای ناپارامتری روشی داده ها، پوششی تحلیل
کوک  توسط بار اولین برای مشترك وزن های ايده هستند. چندگانه خروجی های و ورودی دارای که است
چند هدفه و مدل نوعی پیشنهاد با [٣ ،٢] همکاران و جهانشاهلو همچنین گردید. مطرح [١] همکاران و
های روش گسترش با مقاله این در شدند. رتبه بندی و مشترک وزن های آوردن به دست به موفق آن  حل
بهینه سازی روش از استفاده با و مشترک وزن های ارایه با چند دوره ای دومرحله ای شبکه مسایل برای مذکور

می آید. به دست سازی بهینه مدل یک حل با تصمیم گیرنده واحد های تمامی کارایی چند هدفه

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. چندهدفه. برنامه ریزی مشترک، وزن چند دوره ای، دومرحله ای شبکه داده ها، پوششی تحلیل کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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مشترک وزن های با چند دوره ای مرحله ای دو CCR شبکه مدل .٢

و هستند، مجزا زمانی qدوره شامل مشخص، زمانی دوره دریک تصمیم گیرنده واحد n کنید، فرض
yprj ، f = 1, ..., g، zpfj ، i = 1, ...,m ، xpij ، j = 1, ..., n ، jام تصمیم گیرنده واحد برای
باشند ، p = 1, ..., q ، ام q زمانی دوره خروجی و میانی محصولات ورودی، ترتیب به r = 1, ..., s،

: دهیم می قرار

Xij =

p∑
n=1

xp
ij , Zfj =

p∑
p=1

zpij , Yrj =

p∑
n=1

yp
ij (٢ . ١)

است زیر به صورت چند دوره ای دو مرحله ای CCR شبکه کسری مدل

ĒS
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ماکزیمم  اساس   بر را زیر چندهدفه بهینه سازی مساله مشترک، وزن با (٢ . ٢) مدل کارایی سنجش برای
می کنیم: تعریف زیر به صورت دوره ها تمام مرحله،در دو کارایی نمودن
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مساله (٢ . ٣) هدفه چند مساله در θ̄(p)2k =
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مشترک وزن های با چند دوره ای دو مرحله ای شبکه مدل در کارایی اندازه گیری
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شود. می تبدیل زیر صورت به (۴ . ٢)
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می کنیم: ارایه را زیر غیر خطی برنامه ریزی مساله جواب یکتایی برای
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،p = 1, ..., q ام، p ی دوره در (۵ . ٢) مساله بهینه جوابهای ، j = 1, ..., n ، θ̄(p)∗1j و θ̄(p)∗1j آن در که
هستند.

گویند، (۵ . ٢) مساله برای پرتو بهینه جواب را θ̂∗ هدف  تابع مقدار با (u∗, v∗, w∗) بردار  .٢ . ١ تعریف

θ̂∗ ≤ ¯̂
θ که  به قسمی باشد، نداشته وجود ¯̂

θ هدف تابع مقدار با (ū, v̄, w̄) چون دیگری شدنی جواب هرگاه

.θ̂∗ ̸= ¯̂
θ و

آنگاه باشد z̄ هدف  تابع مقدار با (۶ . ٢) مدل از آمده به دست بهینه جواب (ū, v̄, w̄) اگر .٢ . ٢ قضیه
برقراند: زیر احکام

مدل پرتو بهینه جواب (۵ . ٢) مساله در آمده جواب به دست (u∗, v∗, w∗) آنگاه z̄ = 0 هرگاه (١)
شد. خواهد (۴ . ٢)

شد. خواهد (۴ . ٢) مساله پرتو بهینه جواب (ū, v̄, w̄) آنگاه z̄ > 0 هرگاه (٢)
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نتیجه گیری .٣

بالایی تفکیک پذیری توان از مشترک وزن با چند دوره ای دو مرحله ای شبکه روش در کارایی ارزیابی
واحد های نسبی مقایسه منطقی تر بستر آوردن فراهم ضمن تکنیک، این با ارزیابی است. برخوردار

دارد. همراه نیز را محاسبات حجم کاهش و مدیران، رضایت تصمیم گیرنده،

مراجع
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

ATLBO سازی بهینه الگوریتم ارایه

توتونچی اکبرزاده محمدرضا و ∗ مقدادی اقدس

مشهد فردوسی دانشگاه مهندسی، دانشکده اطلاعات، هوشمند پردازش و نرم رایانش علمی قطب و برق مهندسی گروه
a.meghdadi@mail.um.ac.ir

akbarzadeh@ieee.org

یادگیری تدریس- الگوریتم جمعیت، بر مبتنی سازی بهینه الگوریتم های ترین جدید از یکی چکیده.
و مناسب عملکرد به توجه با و مطرح درس کلاس در تدریس فرآیند از الهام با الگوریتم این است.
کارایی بهبود جهت مقاله این در است. شده سازی بهینه حوزه در کاربردی ابزار یک به تبدیل آن مزایای
کلونی در گذاری نشانه روش اساس بر کلاس آموزان دانش بین اطلاعات تبادل مدلسازی الگوریتم این
قابل بهبود به منجر و ارایه همکلاسی دو مستقیم ارتباط جای به گسترده حافظه یک ایجاد و ها مورچه
شده ارزیابی استاندارد محک تابع ١١ روی بر الگوریتم این است. شده الگوریتم دقت و سرعت توجه

است.

مقدمه .١

می که هستند تقریبی سازی بهینه الگوریتمهای از ای دسته جمعیت بر مبتنی فراابتکاری الگوریتمهای
به بهینه جواب نزدیکی در مناسب های جواب کردن پیدا و کوتاه زمان در پیچیده مسایل حل جهت توانند
الگوریتم به توان می اند شده مطرح طبیعت از الهام با عمدتا که الگوریتمها این بارز های نمونه از روند. کار
جمعیت بر مبتنی الگوریتمهای ترین جدید از یکی کرد. اشاره مورچگان کلونی و ذرات ازدحام ژنتیک،
از الهام با همکارانش و رائو توسط ٢٠١١ سال در که است TLBO تدریس-یادگیری بر مبتنی الگوریتم
استفاده مکانیک حوزه در سازی بهینه مساله یک حل جهت و مطرح درس کلاس یک در یادگیری فرآیند
سادگی پارامترها، کم بسیار تعداد به توجه با باشد می توجهی قابل کارایی دارای که الگوریتم این [٢] شد.
تاکنون ٢٠١١ سال از است. کرده پیدا مختلف های حوزه در وسیعی کاربرد بالا همگرایی سرعت و ساختار
های نسخه ارایه سازی، بهینه مختلف مسایل حل در الگوریتم این کاربرد درباره زیادی بسیار مقالات
جدول در ها الگوریتم این از تعدادی [۵] است. شده منتشر ها الگوریتم دیگر با آن ترکیب و شده اصلاح
با اطلاعات تبادل ایده از استفاده و TLBO الگوریتم ساختار تغییر با مقاله این در است. شده ارایه ١
کارایی از همزمان استفاده جهت جدید سازی بهینه الگوریتم یک ACOR الگوریتم در گذاری نشانه روش

. مورچگان کلونی الگوریتم یادگیری، - تدریس بر مبتنی الگوریتم سازی، بهینه کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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توتونچی اکبرزاده ر. م. و مقدادی ا.

ارزیابی استاندارد محک توابع از تعداد روی بر و مطرح ATLBO نام به الگوریتم دو این های قابلیت و
است. شده

.[١] و [۵] الگوریتم ها دیگر با آن ترکیب و TLBO الگوریتم شده ارایه نسخه های از برخی جدول١:

ATLBO سازی بهینه الگوریتم ارایه .٢

فاز باشد. می شاگرد و معلم فاز دو دارای یادگیری و آموزش فرآیند سازی مدل برای TLBO الگوریتم
مدلسازی ٢٬٢ و ٢٬١ رابطه با باشد می شاگردان اطلاعات رسانی روز به در معلم تاثیر به مربوط که معلم

شود. می
X(new,i) = X(old,i) + ri(Ti − TFMi) (٢ . ١)

عضو بهترین نیز Ti و یک و صفر بین ای کاتوره عدد یک ri و Xi مقادیر میانگین Mi رابطه این در
می تعیین ٢٬٢ رابطه با نیز تدریس فاکتور یا Tf شود. می گرفته نظر در معلم عنوان به که است جمعیت

کند. اختیار را ٢ یا ١ مقادیر تواند می و شود
TF = round(1 + ri) (٢ . ٢)

نسخه در باشد. می آموزان دانش بین اطلاعات تبادل فرآیند سازی مدل به مربوط شاگرد فاز مقابل در
الگوریتم ایده اما .[٢] است شده مدل آموز دانش دو مقایسه صورت به فقط اطلاعات تبادل این اولیه
اعضای از بیشتری تعداد اطلاعات از همزمان شاگرد فاز در بتوانیم که است اساس این بر شده ارائه ترکیبی
بین اطلاعات تبادل تواند می که است مناسبی الگوریتم مورچگان، کلونی الگوریتم کنیم. استفاده کلاس
با الگوریتم این سری ترکیب همچنین کند. ساماندهی مرکزی هدایت وجود بدون را گروه یک اعضای
ACOR الگوریتم ایده کارگیری به با شاگرد فاز در لذا .[١] است کرده ارایه قبولی قابل نتایج TLBO
مورچه یک رولت چرخ یک از استفاده با سپس و ایجاد ها حل راه بهترین از سطر k با آرشیو یک [۴]

: آید می بدست (٢٬٣) رابطه از آرشیو این j سطر شدن انتخاب احتمال شود. می انتخاب راهنما

Pj = ωj/(Σ
k
r=1ωr) (٢ . ٣)

از و باشد می آن برازندگی تابع حسب بر سطر هر به شده داده نسبت وزنی ضریب ω رابطه این در که
آید: می بدست زیر رابطه

ωj = e(−(j−1)2/(2q2k2))/(qk
√
2π) (۴ . ٢)

حول گاوسی تابع (٢٬۵) رابطه مطابق راهنما انتخاب از پس باشد. می الگوریتم پارامترهای از یکی q و
شوند. می تولید جدید های حل راه تابع این از برداری نمونه با و شده تولید راهنما حل راه متغیرهای

g(x, µ, σ) = e(−(x−µ)2/(2σ2))/(σ
√
2π) (۵ . ٢)

(٢٬۶) تطبیقی رابطه از σ و شده گرفته نظر در (Si
g) یا g سطر ام i متغیر مقدار با برابر µ رابطه این در

آید. می بدست

σi
g = ξΣk

e=1(|Si
e − Si

g|/(k − 1)) (۶ . ٢)

شود. می استفاده پراکندگی کنترل برای که است مثبت پارامتر یک ξ رابطه این در آید. می بدست
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ATLBO سازی بهینه الگوریتم ارایه

ATLBO الگوریتم عملکرد ارزیابی .٣

شده اجرا بعد در٣٠ پایه استاندارد توابع از مورد ۵ روی مستقل طور به مرتبه ٢۵ ، ATLBO الگوریتم
الگوریتمهای برخی توسط شده ارائه نتایج همچنین و نتایج معیار انحراف و میانگین ارزیابی، مرتبه است.
است. شده ذکر ٢ شماره جدول در مقایسه جهت است، شده استخراج [٣] مرجع از که مشابه کاربردی
اکسترمم نقطه به شدن همگرا قابلیت موارد تمامی در پیشنهادی الگوریتم شود می مشاهده همچنانکه
کاهش سراسری مینیمم به رسیدن برای تابع ارزیابی مرتبه ماکزیمم که است حالی در این دارد. را سراسری

دهد. می نشان الگوریتمها دیگر به نسبت را توجهی قابل
استاندارد تابع ۵ روی بر سازی بهینه الگوریتم ۵ و ATLBO الگوریتم اجرای نتایج مقایسه :٢ جدول

پایه

CEC2005 توابع مختلف انواع از مورد ۶ روی بر مستقل طور به مرتبه ۵ همچنین ATLBO الگوریتم
تعدادی توسط آمده بدست نتایج کنار در ارزیابی این از آمده بدست نتایج است. شده اجرا بعد ٣٠ در
شده ذکر ٣ جدول در مقایسه جهت شده استخراج [٣] مرجع از که کاربردی سازی بهینه ازالگوریتمهای

است.

توابع از تعدادی روی بر سازی بهینه الگوریتم ۵ و ATLBO الگوریتم نتایج مقایسه جدول٣:
CEC2005

از توجهی قابل قابلیت استاندارد، پایه توابع حل در ATLBO دهد، می نشان ٢ جدول نتایج که همانطور
داشته چشمگیری کاهش الگوریتمها دیگر با مقایسه در بهینه جواب به رسیدن سرعت دهد. می نشان خود
را ATLBO اجرای مرتبه یک نتایج ١ شکل است. شده همگرا بهینه جواب به دقیقا موارد تمامی در و
شده ارایه نتایج چنین هم شکل این در دهند. می نشان Griewank تابع و Rastrigin تابع روی بر
شده داده نشان مقایسه جهت کاربردی سازی بهینه الگوریتمهای برخی مرتبه یک اجرای از [١] مرجع در
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توتونچی اکبرزاده ر. م. و مقدادی ا.

Griewank تابع روی بر سازی بهینه الگوریتم ۵ و ATLBO الگوریتم اجرای مرتبه یک مقایسه :١ شکل
چپ) سمت (شکل Rastrigin تابع و راست) سمت (شکل

به نسبت Unimodal توابع برخی در الگوریتم کارایی ،٣ جدول به توجه با تر پیچیده توابع مورد در است.
تعداد حل در CoDE یا MDEpBX مثل الگوریتمهایی همچنان ولی داشته بهبود مشابه الگوریتمهای

دهند. می نشان خود از تری مناسب کارایی Multimodal توابع از بیشتری

مراجع
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پونتریاگین ماکزیمم سازی اصل از استفاده با ابولا بیماری بهینه کنترل مساله حل

فرح بخش آرمان و عبداله زاده∗، ابوالفضل وزیری، زاده محمود اسداله
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ابولا بیماری مدل ابتدا می پردازیم. ابولا بیماری بهینه کنترل مساله حل به مقاله این در چکیده.
پونتریاگین ماکزیمم سازی اصل اساس بر را بهینه کنترل مساله جواب سپس و کرده بیان را

شد. خواهد ارائه سخنرانی زمان در عددی نتایج می آوریم. بدست

مقدمه .١
شیوع می باشد. درصد ٩٠ تا میر و مرگ نرخ با کشنده بیماری یک و سخت ویروس یک ابولا
شناخته جهانی، بهداشت سازمان توسط عمومی بهداشت اورژانس نگرانی عنوان به بیماری این
و اجتماعی توسعه برای عمده مانع یک هنوز ابولا تهدید آفریقا، غرب در همچنین است. شده
جمله از واگیر بیماری های از بسیاری کنترل در حیاتی نقش ریاضی مدل های می باشد. اقتصادی
عفونی بیماری های مدل سازی از اصلی هدف .[١] دارند ابولا، و تنفسی حاد سندروم مالاریا،
بطور و بردن بین از برای عفونت کنترل مداخله کاربرد در عاقلانه تصمیم یک بتوانیم که است این
یا موثر درمان هیچ ابولا، ویروسی بیماری بگیریم. انسانی جمعیت از آن کردن ریشه کن کامل
کنترل تئوری داد. بیماران به می توان پیشگیری مراقبت های تنها حاضر حال در و ندارد واکسنی
مدل سازی معمولی دیفرانسیل معادلات سیستم یک در متفاوت طریق سه از را ابولا عفونت بهینه،
مبارزه و آموزش قالب در پیشگیرانه، کنترل یک مستعد، جمعیت در عفونت کاهش برای می کند.
اعمال پیشرفته) (عفونت آخر مرحله و اول مرحله عفونی انسانی جمعیت برای درمان، کنترل دو و
مجموع، در می دهد. نشان را عفونت مثبت کاهش کنترل ها، از یک هر شدن فعال می شود.
می دهد. کاهش را عفونت سریع کاهش برای لازم تلاش هم زمان، بطور کنترل ها همه فعال سازی
شوند. گرفته نظر در همزمان به صورت باید کنترل سه هر ابولا، بیماری تهدید کاهش برای بنابراین
از استفاده با ابولا مدل بهینه کنترل مساله حل می پردازیم. ابولا بیماری مدل بیان به ٢ بخش در

است. شده بیان ٣ بخش در پونتریاگین ماکزیمم سازی اصل

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. پونتریاگین اصل بهینه، کنترل ابولا، کلیدی. واژگان
سخنران ∗

٣٠



آ.فرح بخش و زاده، ا.عبداله ا.وزیری،

ابولا بیماری مدل .٢
دارد وجود عفونت آخر و اول مرحله بین تفاوت یک که است این بر فرض ابولا بیماری مدل در
عفونت به شده داده نرخ یک با نهفته، مرحله در افراد بعلاوه می شود. نامیده پیشرفته عفونت که
و اول مرحله دو هر از قسمت یک که می کنیم فرض همچنین می کنند. پیدا توسعه فعال ابولای
که می دهیم ارائه کنترل مکانیزم سه می روند. مرگ سمت به بقیه و می کند پیدا بهبود عفونت آخر
از معمولا نمونه کردن پیدا است. مدل در نمونه” ”موجودی یک و نمونه” کردن ”پیدا دو شامل
می شود، غیره و عمومی آموزش غربالگری، جمله از پیشگیرانه اقدامات به منجر که فعالیت هایی
حاصل اطمینان تا می کند طراحی فعالیت هایی که است این نیز نمونه موجودی است. شده ساخته
اولین می یابند. بهبود بنابراین و می گیرند شده تعیین زمان در را داروهایشان بیماران که شود
نرخ پس می کند مشخص را مستعد و عفونی افراد بین ارتباط ،u1(t) نمونه، کردن پیدا کنترل
پنهان مرحله در که افرادی از دسته آن ،u2(t) نمونه، کردن پیدا دومین می یابد. کاهش عفونی
کاهش بیماری به ابتلا نرخ بنابراین می کند، مراقبت آن ها از و شناسایی را هستند معرض، در یا
یا یافته توسعه آن ها بیماری که افرادی کاهش منظور به ،u3(t) نمونه، موجودی کنترل می یابد.
درمان دارند قرار عفونت آخر و اول مرحله در که افرادی که می کند تلاش هستند، مرگ سمت به
مینیمم را ابولا، بیماری دارای افراد درمان شکست نرخ بنابراین گیرند. قرار نظارت تحت و شوند
مستعد، افراد تعداد S اپیدمیولوژیک، جمعیت های زیر توسط را جمعیت کل مدل این می کند.
R پیشرفته، یا آخر مرحله عفونت دارای I2 اول، مرحله عفونت دارای I1 بیماری، معرض در E
فرض .[٢] می کند تقسیم خاکسپاری، مراسم به انتقال برای آماده و شده فوت F و یافته بهبود
مرحله عفونت دارای افراد توسط که مستعد افراد نرخ دهنده ی نشان به ترتیب βF و β2 ،β1 کنید
به که آلوده افراد از کسری دهنده ی نشان δ2 و δ1 همچنین، شده، باشند. فوت و آخر مرحله اول،
سرانه دهنده ی نشان µ و رفته اند، پیش مرگ سمت به که افرادی از کسری و عفونت آخر مرحله

به صورت ابولا بیماری مدل بنابراین ابولا باشند. بیماری از ناشی میر و مرگ طبیعی

dS

dt
= µN − (1− u1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S − µS, (٢ . ١)

dE

dt
= (1− u1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S − (αu2 + µ)E,

dI1
dt

= αu2E − (u3δ1γ1 + µ)I1,

dI2
dt

= u3δ1γ1I1 − (u3δ2γ2 + µ)I2,

dF

dt
= u3δ2γ2I2 − γFF,

dR

dt
= u3(1− δ1)γ1I1 + u3(1− δ2)γ2I2 − (µ+ γR)R, (٢ . ٢)

زمان متوسط ،γ−1
2 با آخر مرحله در و γ−1

1 با اول مرحله در بیماری طول متوسط که می شود بیان
همچنین است. شده داده نشان ،γ−1

R با ابولا درمان دوره متوسط و γ−1
F با خاکسپاری تا مرگ

می کنند. حرکت اول مرحله عفونی افراد کلاس سمت به α نرخ با معرض در افراد
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پونتریاگین اصل از استفاده با ابولا بهینه کنترل مساله حل

بهینه کنترل .٣
داشته نگه پایین خیلی درمان هزینه حالیکه در ابولا، با عفونی افراد تعداد کردن مینیمم هدف،

هدف تابع کردن مینیمم مساله ،tf ثابت نهایی زمان برای ریاضی، دیدگاه از می باشد. شود،
(٣ . ١)

J(u1, u2, u3) =

∫ tf

t0

[
I1(t) + I2(t) +

A1

2
u2
1(t) +

A2

2
u2
2(t) +

A3

2
u2
3(t)

]
dt,

می باشند. u3 و u2 ،u1 کنترل های هزینه های به ترتیب A3 و A2 ،A1 ضرایب که می باشد
بطوریکه هستیم u∗

3 و u∗
2 ،u∗

1 بهینه کنترل تعیین بدنبال ما بنابراین

J(u∗
1, u

∗
2, u

∗
3) = min

Ω
J(u1, u2, u3), (٣ . ٢)

،di و ci و Ω = {(u1, u2, u3) ∈ L1([t0, tf ])|ci ≤ ui ≤ di, i = 1, 2, 3} که
را بهینه کنترل مساله لازم شرط پونتریاگین اصل می باشند. مثبت ثابت های i = 1, 2, 3

مساله یک به را (٣ . ٢) تا (٢ . ١) روابط پونتریاگین ماکزیمم سازی اصل واقع در می کند. فراهم
می کند تبدیل u3 و u2 ،u1 به نسبت ،H هامیلتون، تابع مینیمم سازی

H = I1 + I2 +
A1

2
u2
1 +

A2

2
u2
2 +

A3

2
u2
3 +

6∑
i=1

λigi, (٣ . ٣)

متغیرهای ،i=1,· · ·, 6 ،λi و (٢ . ١) دستگاه دیفرانسیل معادله iامین راست سمت ،gi آن در که
دستگاه در الحاقی متغیرهای پونتریاگین، ماکزیمم سازی اصل بکارگیری با می باشند. الحاقی

dλ1

dt
= (λ1 − λ2)(1− u1)(β1I1 + β2I2 + βFF ) + µλ1, (۴ . ٣)

dλ2

dt
= (λ2 − λ3)αu2 + µλ2,

dλ3

dt
= (λ1 − λ2)(1− u1)β1S + (λ3 − λ4)u3δ1γ1 + µλ3 − u3(1− δ1)γ1λ6 − 1,

dλ4

dt
= (λ1 − λ2)(1− u1)β2S + (λ4 − λ5)u3δ2γ2 + µλ4 − u3(1− δ2)γ2λ6 − 1,

dλ5

dt
= (λ1 − λ2)(1− u1)βFS + γFλ5,

dλ6

dt
= (µ+ γR)λ6, (۵ . ٣)

پونترياگين اصل بر بنا طرفی از می کنند. صدق ،i = 1, · · · , 6 ،λi(tf ) = 0 اریبی شرایط با
[٣] بهینگی) (معادلات داریم

∂H

∂u1

= A1u1 + (λ1 − λ2)(β1I1 + β2I2 + βFF )S = 0,

∂H

∂u2

= A2u2 + (λ3 − λ2)αE = 0,
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∂H

∂u3

= A3u3 + (λ4 − λ3)δ1γ1I1 + (λ45− λ4)δ2γ2I2 (۶ . ٣)

+ λ6 ((1− δ1)γ1I1 + (1− δ2)γ2I2) = 0.

به صورت که می آوریم بدست (۶ . ٣) دستگاه از را کنترل متغیرهای مقدار بنابراین

u1 =
(λ2 − λ1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S

A1

,

u2 =
(λ2 − λ3)αE

A2

, (٣ . ٧)

u3 =
(λ3 − λ4)δ1γ1I1 + (λ5 − λ4)δ2γ2I2 − λ6 ((1− δ1)γ1I1 + (1− δ2)γ2I2)

A3

,

به صورت بهینه کنترل مقادیر بنابراین ،i = 1, · · · , 6 ،ci ≤ ui ≤ di چون می شوند. حاصل
می شوند محاسبه زیر

u∗
1(t) = max

(
c1,min

(
d1,

(λ2 − λ1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S

A1

))
,

u∗
2(t) = max

(
c2,min

(
d2,

(λ2 − λ3)αE

A2

))
,

u∗
3(t) = max

(
c3,min

(
d3,

(λ3 − λ4)δ1γ1I1 + (λ5 − λ4)δ2γ2I2
A3

− λ6 ((1− δ1)γ1I1 + (1− δ2)γ2I2)

A3

))
. (٣ . ٨)

ابتدا می گیرد. قرار استفاده مورد بهینه سیستم آوردن بدست برای تکراری روش یک عمل در
حل پیشرو روش یک با را (٢ . ١) حالت معادلات و می دهیم مقدار دلخواه به را کنترل متغیرهای
با را (۴ . ٣) الحاقی معادلات دستگاه آمده، بدست حالت متغیرهای جایگذاری یا سپس می کنیم.
می توان را کنترل متغیرهای مقادیر بنابراین می کنیم. حل پسرو به صورت شده، داده اریبی شرایط
مقادیر از محدبی ترکیب به صورت را جدید کنترل مقادیر کافیست نمود. محاسبه (٣ . ٨) رابطه از
اختلاف زمانیکه تا میتوان را روند این گرفت. نظر در آمده بدست کنترل مقادیر و اولیه کنترل

داد. ادامه شود، کوچک قبل گام با کنترل متغیرهای

مراجع
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علایم گرچه شود. می ایجاد سرخک ویروس با که است مسری بیماری یک سرخک چکیده.
خشک های سرفه و عطسه بینی، آبریزش شدید، تب ، سرماخوردگی علایم شبیه سرخک
واکسن توسط پیشگیری بیماری این با مقابله برای شده شناخته راه تنها و بهترین اما است،
ی مطالعه در مفید و مهم ابزار یک ریاضی، مدل سازی همواره که آنجا از است. سرخک
انجام برای ریاضی مدل معرفی به ابتدا است، عفونی های بیماری کنترل و گسترش نحوه
تعیین که است حالی در این می پردازیم. عفونت کنترل عامل عنوان به سرخک واکسیناسیون
استفاده با یکبار بنابراین دهد. کاهش را مرگ و میر آمار می تواند واکسیناسیون بهینه فرآیند
بهینه سازی الگوریتم از استفاده با هم یکبار و پونتریاگین کمینه اصل و بهینه کنترل نظریه از
واکسیناسیون نحوه تعیین به مقاله این در ،τ بهینه مقدار یافتن برای (PSO) ذرات توده

می پردازیم. بهینه

مقدمه .١

زیادی مشکلات و افتد می اتفاق کودکان میان در بیشتر که است واگیردار بیماری یک سرخک
بین ارتباط از و عطسه سرفه، توسط سرخک ویروس کند. می ایجاد آنان خانواده و آنان برای
روز ١٠تا١٢ معمولا بیماری این علایم یابد. می گسترش ترشحات با مستقیم ارتباط یا و فردی

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 49-xx ; Secondary 34-xx,
49Kxx, 34G20.

. PSOالگوریتم پونتریاگین، بهینه، کنترل سرخک، کلیدی. واژگان
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کودکان برای سرخک واکسیناسیون یابد. می توسعه آلوده افراد معرض در گرفتن قرار از پس
بیماری یک هنوز سرخک امروزه است. بیماری این گسترش مقابل در سلامت حفظ کلیدی راهکار
سال در اما شد، شناخته سرخک ١٧ قرن از قبل گرچه است[١]. جهان در کشنده اغلب و شایع
داشته وجود سرخک علیه بر واکسن نوع دو شد. معرفی سرخک علیه بر واکسن اولین ١٩۶٣
شده ضعیف که است سرخک زنده ویروس آن دیگر نوع و سرخک مرده ویروس آن نوع یک است
موثر بیماری از جلوگیری برای سرخک زنده ویروس چون نیست. عفونت ایجاد به قادر دیگر و
بحران بارتلت ،١٩۶٠ سال در شد. متوقف سال١٩٧۶ در واکسن این از استفاده است، نبوده
آن از و زد تخمین جمعیت کلی شرایط در متحده ایالات در را سرخک بیماری برای جمعیت اندازه
مختلف های کشور در سرخک بیماری مهار در آن از استفاده و ریاضی مدل بررسی بعد، به زمان

است. یافته توسعه

سرخک بیماری رشد دینامیکی مدل .٢

دسته چهار به N(t) اندازه با جمعیت کل ابتدا سرخک، بیماری دینامیکی مدل معرفی برای
،E(t) ،S(t) اندازه های با ترتیب به که بهبودیافته و عفونی معرض، در حساس، افراد مجزای
به سرخک بیماری رشد مدل اساس این بر می گردد. تقسیم می شوند، مشخص R(t) I(t)و

است[٢]: شده ارایه زیر صورت

dS

dt
= rS(1− bS)− βSI − µS;

dE

dt
= βSI − (d+ α)E;

dI

dt
= αE − (d+ α)I; (٢ . ١)

dR

dt
= δI + µS − dR

وجود عدم در حساس جمعیت از حمل ظرفیت 1
b

حساس، جمعیت ذاتی رشد میزان r آن در که
طبیعی، میر و مرگ میزان d حساس، واکسیناسیون پوشش نسبت µ عفونت، میزان β عفونت،

است. عفونی افراد از پوشش باز میزان δ و سرخک نهفتگی دوره 1
α

سرخک بیماری رشد بهینه کنترل مدل .٣

نظریه دیدگاه از لذا می شود، استفاده بیمار جمعیت کنترل منظور به واکسیناسیون از که آنجا از
عفونی جمعیت کران حداقل منظور به واکسیناسیون میزان کمترین تعیین دنبال به بهینه کنترل
،x = bS جایگذاری از ابتدا هستند، R(t) از مستقل (٢-١) رابطه اول معادله سه چون هستیم.
ترکیبی هدف تابع از استفاده با سپس می کنیم، استفاده (٢-١) مدل در y = bE و z = βI

به بهینه، کنترل مساله یک صورت به عفونی جمعیت میزان و تزریق دوز کمینه سازی، مساله

٣۶



سرخک بیماری کنترل

است. نمایش قابل زیر صورت

J(µ) = min
0≤µ(t)≤r

∫ T

0

(z(t) +
τ

2
µ(t)2) dt

S. to : ẋ = rx(1− x)− xz − µx;

ẏ = xz − α1y; (٣ . ١)
ż = α2y − α3z.

همچنین و مثبت وزن پارامتر نشان دهنده τ و واکسیناسیون دوره نشان دهنده T آن در که
می باشد. α3 = d+ δو α2 =

αβ
b

و α1 = d+ α

بهینه جواب تعیین روش .۴

در µ∗(t) جایگذاری از ،µ∗(t) = λ1x∗(t)
τ

داریم ،[٣] پونتریاگین کمینه اصل از استفاده با
Ode45 از استفاده با x∗

3(t) = z و x∗
2(t) = y و x∗

1(t) = x جواب های (٣-١) دستگاه
هدف تابع کمینه سپس و (٣-١) هدف تابع در جواب ها این جایگذاری می شوند. مشخص متلب
استفاده با حال می شود. مشخص شده داده τ برای J∗(τ) بهینه مقدار متلب، دستور از استفاده با
که بدست می آید τ ∗ = 0.1 برابر [٠/١،١٠] مشخص بازه در τ بهینه مقدار PSO الگوریتم از
صعودی یکنوای هدف تابع چون است؛ J∗(τ ∗) = 2.2644 آن ازای به هدف تابع کمینه مقدار
به هم چنین ندارد. بستگی τ بالای کران به آن کمینه مقدار بنابراین می باشد، خطی τ به نسبت و
می آید، بدست J(µ) برای مقدار یک فقط ،τ هر ازای به (٣-١) مساله بهینه مقدار یکتایی دلیل
کمینه سازی کرد. تعریف R مجموعه به τ برای شده پیشنهاد دامنه از می توان تابع یک بنابراین
استفاده با کلی حالت در داد. خواهد بدست را τ بهینه مقدار PSO توسط صریح، غیر تابع این
سرعت ،PSO از استفاده دلیل است. گردیده تایید τ بهینه مقدار صحت ،PSO الگوریتم از

است. جواب به همگرایی در آن خوب
نمودار ،٢ شکل و τ بهینه مقدار ازای به بهینه واکسیناسیون میزان نمودار ،١ شکل زیر در

می دهد: نشان t = 60 مشخص بازه در عفونی افراد میران
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z(t) عفونی افراد میزان :٢ شکل

نتیجه گیری .۵

به بهینه دوز تعیین روش سرخک، بیماری رشد بهینه کنترل مدل ارایه از پس مقاله این در
نسبت گردید. پیاده سازی و بیان نیز عفونی جمعیت و استفاده مورد دوز ترکیبی کمینه سازی منظور

است. شده ارایه آن توزیع نحوه و بهینه دوز میزان بهینه حالت در اهداف تعادل، پارامتر به

مراجع
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

اختیار قراردادهای قیمت گذاری در لیو فرایند

عرفانیان حمیدرضا و مسیب∗ نسیم

فرهنگ و علم دانشگاه زیستی، های فناوری و پایه علوم دانشکده مالی، ریاضی گروه
n.mosayeb@usc.ac.ir
erfanian@usc.ac.ir

مدل تصادفی فرایندهای توسط سهام قیمت که بوده مرسوم چنین گذشته سالیان از چکیده.
مدل اختیار قراردادهای قیمت گذاری زمینه در شده شناخته مدل های از یکی همچنین شود.
بلک-شولز، مدل اساس و پایه عنوان به براونی حرکت دیگر سوی از باشد. می بلک-شولز
مدل عنوان تحت فازی مدل یک لذا و باشد می ایرادات برخی دارای سهام، قیمت حوزه در
میان مقایسه ای مقاله این پایان در این بر علاوه است. شده ارائه ایرادات این رفع جهت در لیو

گرفت. خواهد صورت مدل دو عملکرد بررسی منظور به رویکرد دو این

مقدمه .١

کاربرد مالی بازار های در مالی، مشتقات انواع مهمترین از یکی عنوان به اختیار قراردادهای
بررسی مقاله این نگارش از هدف لذا دارد. ویژه ای اهمیت نیز آنها قیمت گذاری و داشته فراوان
آن، در که بوده لیو نام به فازی فرایند یک اساس بر اختیار قراردادهای قیمت گذاری فرمول یک
مقایسه یک به همچنین و [١] می شود استفاده اعتباری اندازه یک از رایج، احتمال اندازه جای به

شد. خواهد بلک-شولزپرداخته مدل و فازی مدل این بین کمی

هرگاه: می شود نامیده لیو فرایند یک Ct فازی فرایند .١ . ١ تعریف
C0 = 0 اولا،

باشد. ثابت و مستقل نموهای دارای Ct ثانیا،
واریانس و αt ریاضی امید با شده توزیع نرمال فازی متغیر یک C(s+t) − Cs نمو هر ثالثا،

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 91G80; Secondary 91G50.
. اروپایی اختیار قرارداد لیو، فرایند اعتبار، اندازه کلیدی. واژگان
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است: زیر صورت به آن عضویت تابع که است، σ2t2

µξ(x) = 2(1 + exp(
π|x− α|√

6σ
))−1 (١ . ١)

می گیرد) نام انتشار ضریب (که σ و می شود) نامیده رانش ضریب (که α پارامترهای لیو فرایند
. [٢] داشت خواهیم استاندارد لیو فرایند یک σ = 1 و α = 0 برای و کند. می اختیار را

داریم: ریاضی مباحث برخی و اختیار قرارداد یک بازده لیو، فرمول از استفاده با

: [٣] است صورت این به لیو سهام مدل پایه بر اروپایی اختیار قرارداد یک قیمت .١ . ٢ قضیه
(١ . ٢)

f(Y0, k, α, σ, r) = Y0 exp (−rT )

∫ +∞

k
Y0

(1 + exp (
π√
6σT

(ln (x)− αT )))−1dx

نرم وسیله به آزمایشی یکدیگر، با لیو و بلک-شولز مدل های مقایسه منظور به بعد، مرحله در
شروع تاریخ یک با آزمایش، این در که است، شده طراحی واقعی سهام داده های و متلب افزار
مدل های قیمت های روزه، ٢۴٠، ... ،۶٠ ،٣٠ زمانی دوره های برای و مشخص اجرای قیمت و
در می شود. محاسبه مشخص، تاریخ یک در منقضی اختیار قرارداد های برای بلک-شولز و لیو
برای دیگری و بلک-شولز مدل پیش بینی برای (یکی پیش بینی مقادیر از لیست دو آزمایش این
مقادیر بین تفاوت روز، هر در داشت. خواهیم اختیار در واقعی مقادیر از لیست یک و لیو) مدل
بعنوان نیز و تفاوت، این از دقیقی معیار بعنوان و می شود محاسبه شده پیش بینی مقادیر و واقعی
می کنیم: استفاده زیر خطای دو یعنی دقت، معیار دو از بحث، مورد روش دو مقایسه برای ابزاری

زیر: فرمول با RMSEخطا مربعات میانگین ∑√ریشه
(A− P )2

n

است. مشاهدات کل تعداد n و شده بینی پیش قیمت P واقعی، قیمت A آن در که
زیر: فرمول با MAE خطا مطلق قدر ∑میانگین

|A− P |
n

مدل و لیو فازی مدل برای آمده بدست MAE و RMSE بین مقایسه تحلیل ها، نخست مرحله
مدل هر برای MAEو RMSE میانگین محاسبه طریق از امر این که بود خواهد بلک-شولز
مورد سهام تمامی برای خطا نوع دو این میانگین سپس می شود. انجام زمانی دوره هر طول در

می گردد. مقایسه هم با و گشته محاسبه سهم) ١٠ اینجا (در بررسی

پژوهش دست آورد های .٢

دوم سطر و RMSE اول است:(سطر زیر شرح به روزه سی دوره یه روی بر آزمون نتایج
( MAE
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لیو فرایند

روزه سی آزمون برای خطاها میانگین :١ جدول

Black Scholes Liu BS-Liu
٧٩٬۶٩۶٩ ٣٧٬٣٢٨٩ ۴٢٬٣۶٧٩
٧٣٬۵٢٩٧ ٢٨٬٩٨١۶ ۴۴٬۵۴٨١

موضوع این و بوده کمتر لیو مدل برای خطا دو هر مقدار است، مشخص جدول١ در که همانطور
مدل می شود مشخص تحلیل نتایج بررسی با می باشد. لیو مدل عملکرد بودن بهتر دهنده نشان
عمده تفاوت دارد. بلک-شولز مدل به نسبت بهتری عملکرد زمانی دوره های تمام در همواره لیو
مدل که حالی در می کند استفاده احتمال اندازه از بلک-شولز مدل که است این در مدل دو این
و فازی رویکرد میان که دیگری عمده تفاوت های جمله از است. شده بنا اعتبار اندازه پایه بر لیو
تاثیرگذار دلایل از یکی که است حالت دو در نرمال نمودارهای میان تفاوت دارد وجود تصادفی

است. متفاوت نتایج ایجاد بر

مراجع

1. Liu, B., Fuzzy process, hybrid process and uncertain process. Journal of Uncertain
systems, 2008. 2(1): p. 3-16.

2. Qin, Z. and X. Li, Fuzzy calculus for finance. Uncertainty Theory Laboratory,
Beijing, 2008

3. Ely, W., Pricing European stock options using stochastic and fuzzy continuous
time processes, University of North Carolina at Greensboro, 2012.
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مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

داده های برای بهینه  فازی بیز برآورد بر گوسی و ذوزنقه ای مثلثی، عضویت تابع تأثیر
عمر طول

پرهام غلامعلی و زادکرمی، محمدرضا ،∗ جیبری سعیدی شادی

اهواز چمران شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه
sh.saeidi.j@gmail.com

zadkarami@yahoo.co.uk
parham_g@scu.ac.ir

روی عضویت تابع زیرا است مهم فازی داده های در مناسب عضویت تابع انتخاب چکیده.
عضویت توابع برای فازی بیز برآورد مقاله این در دارد. فراوانی تأثیر فازی آماری استنباط
فازی داده های در مناسب عضویت تابع و می گیرد قرار مطالعه مورد گوسی و ذوزنقه ای مثلثی،
حاصل نتایج می شود. انتخاب فازی بیز برآورد پسین بیز ریسک کردن مینیمم به توجه با
بهترین بنابراین و می باشد بیز ریسک کمترین دارای گوسی عضویت تابع که می دهد نشان

بود. خواهد شده مطرح داده های برای فازی بیز برآورد

مقدمه .١

که شده اند گزارش یا مشاهده نادقیق صورت به داده ها موارد از برخی در بیزی استنباط در
در می شوند ساخته عضویت تابع یک براساس فازی داده های کرد. استفاده فازی منطق از باید
عضویت تابع انتخاب است. مؤثر آماری استنباط انجام برای عضویت تابع ریاضی ساختار نتیجه
تابع و می کنند استفاده فازی منطق از که می باشد محققین علاقه مورد مسائل از یکی مطلوب
این در باشد. فازی بیزی استنباط در عضویت تابع انتخاب در معیار یک می تواند بیز ریسک
شود. انتخاب بیز برآوردگر بیز ریسک تابع از استفاده با مناسب عضویت تابع می شود سعی مقاله

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 62A86
. فازی بیز برآورد پسین، بیز ریسک فازی، پسین توزیع عضویت، تابع کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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پسین تابع تحت [٢] بوبی و لاپوینت توسط امکانی بیز استنباط بحث در متفاوت دیدگاه یک
توسط فازی داده ها برای بوبی و لاپوینت روش از تعمیمی است. گرفته قرار بررسی مورد امکانی

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١] طاهری و عارفی
پسین توزیع محاسبه ی به و فازی ضروری مفاهیم ٢ بخش در می باشد. بخش ۴ شامل مقاله این
محاسبه فازی بیز برآوردگر آمده بدست پسین تابع براساس ٣ بخش در می شود. پرداخته فازی
گوسی و ذوزنقه ای مثلثی، عضویت توابع تأثیر فازی واقعی داده های از استفاده با سپس و می شود
کوتاه گیری نتیجه یک شامل ۴ بخش و می شود بررسی فازی بیز برآوردهای پسین بیز ریسک بر

است.

فازی داده های تحت احتمالی پیشین تابع براساس فازی پسین تابع .٢

باشد. مرجع مجموعه Xکنید فرض نمی شود. مشخص دقیق طور به که است عددی فازی عدد

عضویت تابع دهد نسبت را [0, 1] بازه از عددی ،X از x عضو هر به که تابعی .٢ . ١ تعریف
می شود. تعریف µÃ : X → [0, 1] صورت به و می نامیم

در حقیقی اعداد از R مرجع مجموعه ی روی بر Ã مانند فازی مجموعه یک اگر .٢ . ٢ تعریف
می نامند: عددفازی را آن نماید صدق زیر شرایط

باشد. محدب فازی مجموعه یک Ã(الف
.µÃ(x0) = 1 آن ازای به که باشد موجود x0 یک ب)تنها

باشد. پیوسته µÃ بازه یک پ)در

گوسی و ذوزنقه ای مثلثی، به می توان آن ها مهمترین از که دارد وجود مختلفی عضویت های تابع
کرد. اشاره

می شوند، بیان (a, b, c) صورت به که حقیقی عدد سه بوسیله مثلثی عضویت تابع .٢ . ٣ تعریف
نامیده فازی عدد مرکز b و راست گستره ی و چپ گستره ی ترتیب به c و a که می گردد تعریف

شکل به و می شود

µÃ(x) =


x−a
b−a

a ≤ x ≤ b
c−x
c−b

b ≤ x ≤ c
0 صورت این غیر در

می شود. داده نشان

یک عضویت مقدار دارای عضو یک از بیشتر فازی مجموعه یک در کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
صورت به حقیقی عدد چهار با ذوزنقه ای عضویت تابع صورت این در باشند

µÃ(x) =


x−a
b−a

a ≤ x ≤ b
1 b ≤ x ≤ c

d−x
d−c

c ≤ x ≤ d
0 صورت این غیر در

می شود. مشخص

۴٣



بهینه فازی بیز برآورد بر گوسی و ذوزنقه ای مثلثی، عضویت تابع تأثیر

به σ و می دهد نشان را فازی عدد مرکز که a پارامتر دو با گوسی عضویت تابع .۵ . ٢ تعریف
صورت

gsn(x : a, σ) = e
−(x−a)2

σ2

شود. می تعریف

توزیع است. π(θ) پیشین توزیع دارای θ آن در که باشد احتمال تابع یک PX(x|θ) کنید فرض

در که می شود. تعریف π(θ|X̃) = P (X̃|θ)π(θ)
P (X̃)

به صورت X̃ فازی داده های پایه ی بر θ پسین
آن

P (X̃|θ) =


∫ +∞
−∞ ...

∫ +∞
−∞ [(

∏n
i=1 X̃i(xi)).l(θ;x)]dx1...dxn باشد پیوسته f(.|θ) ∑اگر

x1

...
∑
xn

[(
∏n

i=1 X̃i(xi)).l(θ;x)] باشد گسسته f(.|θ) اگر

.P (X̃) =
∫
P (X̃|θ)π(θ)dθ و درستنمایی تابع l(θ;x) فرمول این در و می شود

فازی بیز برآورد .٣

فضای از df برآوردگر یک یافتن از است عبارت فازی داده های پایه ی بر فازی بیز برآورد
احتمالا و ،X̃ فازی تصادفی نمونه ی براساس θ مجهول پارامتر برای Df فازی برآوردگرهای

.L(θ, df ) زیان تابع تحت π(θ) پیشین توزیع

با است برابر df فازی برآوردگر پسین بیز ریسک تابع .٣ . ١ تعریف

r(π, df ) = Eθ|X̃(L(θ, df (X̃)) =

∫
θ

L(θ, df (X̃)π(θ|X̃)dθ

فازی داده های با فازی پسین توزیع و L(θ, d) زیان تابع براساس dBf برآورد .٣ . ٢ تعریف
کند. مینیمم را فازی پسین بیز ریسک تابع اگر می شود نامیده فازی بیز برآورد یک π(θ|X̃)

r(π, dBf ) = min
df∈Df

r(π, df )

ماشین ۴٠ از تصادفی مجموعه یک روی جلو دیسک ترمز لنت های عمر طول داده های .٣ . ٣ مثال
([٣] به (باتوجه است آمده زیر جدول در

۵٩/٨ ٧٣/١ ۴٢/٨ ۴٨/٨ ٢٢/٧ ۴۵/۵ ٣٨/۴ ٨۶/٢
٣١/٧ ٢٨/۴ ١٠٢/۵ ٨١/٧ ٢٢/۶ ٣۶/٧ ۴١/٠ ۴۵/١
٣٣/٩ ۴۶/٩ ۴٢/٧ ۶١/۵ ۴٠/٠ ۴٢/٢ ۵۶/۴ ۵٢/١
۵٠/۶ ۴۵/٩ ٨٠/۶ ۵٣/۶ ٣٨/٨ ۵١/۶ ٨١/٣ ۵۴/٢
۵۶/٧ ٣٣/٨ ۶۴/۵ ۵٠/٧ ۵٠/٢ ٣۴/۴ ۶٢/۴ ۵٩/٠

f(x|θ) = 1
θ e

− t
θ t > 0 θ > 0 چگالی تابع با نمایی توزیع از ترمز لنت های عمر طول که کنید فرض

تابع با فازی داده های صورت به مشاهدات می کنند پیروی 1
40
e−

θ
40 احتمالی پیشین تابع و
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می گیریم نظر در را مثلثی عضویت تابع ابتدا می شوند. استفاده گوسی و ذوزنقه ای مثلثی، عضویت
و si = 0.05xi, i = 1, 2, ..., 40 که طوری به

X̃i(t) =


t−xi+si

si
xi − si < t ≤ xi

xi+si−t
si

xi ≤ t < xi + si
0 صورت این غیر در

ریسک مقدار با ۵٢/١١۶ برابر θ پارامتر بیز برآورد فازی پسین توزیع فرمول از استفاده با
فرم به ذوزنقه ای عضویت تابع با را داده ها اکنون بود. خواهد ۶٨/٣٨١۴

X̃i(t) =


t−xi+si

si
2

xi − si < t < xi − si
2

1 xi − si
2
≤ t ≤ xi +

si
2

xi+si−t
si
2

xi +
si
2
< t < xi + si

0 صورت این غیر در

با ۵٢/١١١ برابر θ پارامتر بیز برآورد فازی پسین توزیع فرمول از استفاده با می گیریم. نظر در
صورت به گوسی عضویت تابع با را آخرداده ها در و می آید. بدست ۶٨/٣٧۴٠ ریسک مقدار

X̃i(t) =

{
e
− (t−xi)

2

2si xi − si ⩽ t ⩽ xi + si
0

می آوریم. بدست ۶٨/٣٧٢٢ ریسک مقدار با ۵٢/١٠٩ برابر θ پارامتر بیز برآورد و می کنیم. تعریف
و ذوزنقه ای مثلثی، عضویت توابع برای بیز برآورد های بیزپسین ریسک مقدار و فازی بیز برآورد
است. آمده زیر جدول در عددی محاسبات حل در افزارها نرم قوی ترین از یکی کمک به گوسی

عضویت تابع بیز برآورد پسین بیز ریسک
مثلثی ۵٢/١١۶ ۶٨/٣٨١۴

ای ذوزنقه ۵٢/١١١ ۶٨/٣٧۴٠
گوسی ۵٢/١٠٩ ۶٨/٣٧٢٢

گیری نتیجه .۴

دو به نسبت را پسین بیز ریسک مینیمم گوسی عضویت تابع که می دهد نشان بالا جدول نتایج
می آید. بدست گوسی عضویت تابع براساس بیز برآورد بهترین نتیجه در دارد دیگر عضویت تابع
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

برون سپاری تأمین کننده انتخاب برای شهودی فازی خطی برنامه ریزی روش یک
لجستیک

شیرازیان محمد و آبادی∗ سرخ پور حسین سمیه

نیشابور دانشگاه مهندسی، فنی و پایه علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه
shirazian@mail.neyshabur.ac.ir

انتخاب به تمایل شرکت ها از بسیاری توانمندی، افزایش و هزینه ها کاهش منظور به چکیده.
برون موفقیت در مهمی نقش لجستیک تأمین کننده انتخاب دارند. لجستیک برون سپاری
یک به عنوان را لجستیک برون سپاری تأمین کننده انتخاب مقاله این در می کند. ایفا  سپاری
سپس می کنیم. فرمول بندی شهودی فازی ترجیحی روابط با گروهی تصمیم گیری مسائل از نوع

می نماییم. ارائه مسائلی چنین حل برای فازی خطی برنامه ریزی روش یک

مقدمه .١

اجرای برای دیگر شرکت های از استفاده، ثالث شخص لجستیک یا لجستیک برون سپاری
ثالث شخص شرکت این است. می شده انجام سازمان یک در قبلا که می باشد لجستیکی عملیات

دهد. انجام را هستند، لجستیک فرآیند در که عملیاتی از بخشی یا همه می تواند
این برای است. لجستیک برون سپاری تأمین کننده انتخاب چگونگی مرحله روی مقاله، این تمرکز
ساخته برنامه ریزی مدل های بین از شهودی فازی ترجیهی روابط از اولویت وزن های ابتدا منظور،
TOPSIS تکنیک اساس بر عینی صورت به کارشناسان وزن های سپس، می شود. استخراج شده
ترجیهی اولویت روابط با گروهی تصمیم گیری برای جدید مدل یک نهایت، در و می شوند؛ تعیین

می گردد. ارائه شهودی فازی

2010 Mathematics Subject Classification. 90C70; 90C05
رویکرد شهودی، فازی ترجیهی رابطه گروهی، تصمیم گیری تردید، درجه لجستیک، برون سپاری کلیدی. واژگان

خوش بینانه.
سخنران ∗
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اولویت وزن های استخراج برای شهودی فازی برنامه ریزی روش .٢

باشد. ثابت غیرتهی جهانی مجموعه ی یک X = {x1, x2, . . . , xn} کنید فرض .٢ . ١ تعریف
A = {< x, µA(x), νA(x) > |x ∈ X} صورت به X در A شهودی فازی مجموعه ی یک
νA : X → [0, 1] عضویت عدم تابع و µA : X → [0, 1] عضویت تابع با می شود، تعریف
عدم درجه و عضویت درجه ی ترتیب، به νA و µA که ، 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1 شرایط با
در A شهودی فازی مجموعه ی هر برای بعلاوه می دهند. نشان را A مجموعه ی به x عضویت
می شود. نامیده A مجموعه ی از x عضو تردید درجه ی πA(x) = 1− µA(x)− νA(x) ،X

ترجیهی رابطه ی ماتریس با X روی R شهودی فازی ترجیهی رابطه ی یک [٣] .٢ . ٢ تعریف
آن در که است، شده ارائه r̃ij = (µij, νij) با ،R = (r̃ij)n×n ⊂ X ×X شهودی فازی

داریم: i, j = 1, 2, . . . , n هر برای
(٢ . ١)

0 ≤ µij + νij ≤ 1, µij = νji, µji = νij , µii = νii = 0.5, ∀i, j = 1, 2, . . . , n,

شده داده ترجیح xj به xi که است درجه ای µij می شود. نامیده شهودی فازی عدد یک r̃ij که
به πij = 1 − µij − νij و است نشده داده ترجیح xj به xi که است درجه ای νij و است

است. شده ارائه است، شده داده ترجیح xj به xi که تردیدی درجه ی عنوان

باشند. شهودی فازی عدد دو α̃2 = (µ2, ν2) و α̃1 = (µ1, ν1) کنید فرض .٢ . ٣ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به α̃2 و α̃1 بین همینگ فاصله ی

d(α̃1, α̃2) =
1

2
(|µ1 − µ2|+ |ν1 − ν2|+ |π1 − π2|) (٢ . ٢)

ترجیهی روابط از اولویت وزن های استخراج برای شهودی فازی برنامه ریزی روش .٢ . ١
از متناهی مجموعه ی با تصمیم گیری مساله یک برای گروهی. تصمیم گیری با شهودی فازی
حالت در باشد. گزینه ها از مجموعه یک X = {x1, x2, . . . , xn} کنیدکه فرض گزینه، n
که را R = (r̃ij)n×n ⊂ X × X شهودی، فازی ترجیهی رابطه ماتریس تصمیم گیرنده کلی،
فرآیند در گزینه ها از جفت هر برای اولویت هایش کردن ارائه برای می کند، صدق (٢ . ١) رابطه در

می سازد. تصمیم گیری
درجه ی ها wi که باشد اولویت وزن های بردار یک w = (w1, w2, . . . , wn) کنید فرض
هر برای wi ≥ 0 و

∑n
i=1wi = 1 رابطه ی در که می دهند، نشان را xi گزینه ی اهمیت

می کنند . صدق i = 1, 2, . . . , n
فازی ترجیهی رابطه ی یک r̃ij = (µij, νij) با R = (r̃ij) شهودی فازی ترجیهی رابطه ی یک

اگر تنها و اگر است سازگار شهودی
µij ≤ 0.5(wi − wj + 1) ≤ 1− νij ∀i, j = 1, 2, . . . , n. (٢ . ٣)

در (٢ . ٣) رابطه ی در که است این اولویت بردار کردن پیدا برای خوب، کافی اندازه به راه حل یک
:[٢] می گیریم درنظر صورت این به را (٢ . ٣) رابطه کند.پس صدق امکان حد

µij

∼
≤IF 0.5(wi−wj+1)

∼
≤IF 1−νij , ∀i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n, (۴ . ٢)

می دهد. نشان را شهودی فازی مساوی یا کوچکتر مقدار ،
∼
≤IF نماد که

به i < j حالت گرفتن نظر در و یک طرفه شهودی فازی مجموعه ی دو به (۴ . ٢) رابطه تبدیل با

۴٧



لجستیک برون سپاری

}رابطه
wi − wj≤̃IF 1− 2νij , i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 2, 3, . . . , n; j > i,

wj − wi≤̃IF 1− 2µij , i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 2, 3, . . . , n; j > i.
(۵ . ٢)

یک در می تواند فازی محدودیت m پس، باشد. m = n(n − 1) که کنید فرض می رسیم.
شود: مشخص صورت این به متحد فرم

(Aw)≤̃IFb, (۶ . ٢)

k = 1, 2, . . . ,m برای را (۶ . ٢) رابطه محدودیت -امین k ، (Aw)k≤̃IF bk کنید فرض
برای دارد، بستگی عضویت عدم توابع ساختار به که را ، [١] در خوش بینانه رویکرد نشان دهد.
خطی غیرعضریت و عضویت تابع رویکرد این در می بریم. بکار شهودی فازی بهینه ی مدل حل

می شود: ساخته صورت این به ترتیب، به (Aw)k≤̃IF bk محدودیت -امین k برای

µk(w) =


0 (Aw)k > bk + pk,

1− (Aw)k − bk
pk

bk ≤ (Aw)k ≤ bk + pk,

1 (Aw)k < bk,

(٢ . ٧)

νk(w) =


1 (Aw)k > bk + pk + qk,
(Aw)k − bk
pk + qk

bk ≤ (Aw)k ≤ bk + pk + qk,

0 (Aw)k < bk,

(٢ . ٨)

است. 0 ≤ µk(w) + νk(w) ≤ 1 و است pk, qk > 0 تحمل پارامترهای که
که حالی در می دهد، نشان را (Aw)k≤̃IF bk محدودیت قبولی درجه ی ، µk(w) عضویت تابع
می دهد. نشان را (Aw)k≤̃IF bk شهودی فازی محدودیت رد درجه ی νk(w) عضویت عدم تابع

β = min{ν1(w), . . . , νm(w)} و α = min{µ1(w), . . . , µm(w)} کنید فرض
ماکزیمم دو هدفه ی برنامه ریزی مدل ساختن از می تواند w∗ بهینه اولویت وزن بنابراین، باشد،
محدودیت های ماکسیمال رد درجه ی کردنِ مینیمم و α محدودیت های مینیمال قبولی درجه ی کردنِ

شود: تبدیل پایین یک هدفه  برنامه ریزی مدل صورت به می تواند (۶ . ٢) رابطه آید، بدست β

max{α− β}, (٢ . ٩)
s.t. µk(w) ≥ α k = 1, 2, . . . ,m,

νk(w) ≤ β k = 1, 2, . . . ,m,

α ≥ β, β ≥ 0, α + β ≤ 1,

w ∈ W.
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را زیر خطی برنامه ریزی مدل می توانیم (٢ . ٩) رابطه در (٢ . ٨) و (٢ . ٧) روابط دادن قرار با
کنیم: استخراج

max{α− β}, (٢ . ١٠)

s.t.
∑n

j=1
akjwj ≤ bk + (1− α)pk, k = 1, 2, . . . ,m,∑n

j=1
akjwj ≤ bk + β(pk + qk), k = 1, 2, . . . ,m,

α ≥ β, β ≥ 0, α+ β ≤ 1,∑n

j=1
wj = 1, wj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

آید. بدست می تواند (w∗, α∗, β∗) بهینه ی جواب بالا، خطی برنامه ریزی مسأله  حل با

یک برای شهودی. فازی ترجیهی روابط با گروهی تصمیم گیری برای جدید روش یک .٢ . ٢
E = {e1, e2, . . . , eg} کنید فرض گزینه ای، n متناهی مجموعه ی با گروهی تصمیم گیری مساله
باشد. گزینه ها از مجموعه یک X = {x1, x2, . . . , xn} و باشد کارشناسان از مجموعه یک
R = (r̃tij)n×n [t = 1, 2. . . . , g] فردی شهودی فازی روابط که است قادر کارشناس هر
است، et کارشناس با متناظر شهودی فازی عدد یک (r̃tij)n×n = (µt

ij, ν
t
ij) که دهد، ارائه را

شود: مشخص مرحله به مرحله باید گروهی تصمیم گیری روش می کند. صدق ٢ . ٢ تعریف در که
کنید. مشخص [٢] TOPSIS تکنیک از استفاده با را کارشناسان وزن های :١ مرحله

برای ، Rt = (r̃tij)n×n ماتریس اعضای همه ی جمع آوری با [٣] روش از استفاده با :٢ مرحله
این به را R = (r̃ij)n×n جمعی شهودی فازی ترجیهی رابطه ماتریس ،i, j = 1, 2, . . . , n

آورید: بدست صورت
r̃ij = (µij, νij),

µij =

g∑
t=1

λtµ
t
ij, νij =

g∑
t=1

λtν
t
ij, µii = νii = 0.5, i, j = 1, 2, . . . , n,

است. (تصمیم گیرندگان) کارشناسان وزن بردار λ = (λ1, λ2, . . . , λg)
T که

رابطه حل با را گزینه ها اولویت وزن های بردار R = (r̃tij)n×n ماتریس مطابق :٣ مرحله
کنید. استخراج رویکردخوش بینانه با متناظر (٢ . ١٠)

کنید. انتخاب را آنها بهترین و کنید مرتب اولویت وزن های به توجه با را گزینه ها :۴ مرحله
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بازه ای ضرایب با پیوسته خطی سیستم های مشاهده پذیری و کنترل پذیری
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پیوسته زمان ای بازه ضرایب با خطی سیستم های بررسی و مطالعه به مقاله این چکیده.
قرار توجه مورد سیستم ها این مشاهده پذیری و کنترل پذیری مفاهیم هم چنین، می پردازد.
صورت به حقیقی اعداد بازه گرفتن نظر در با و متغیر تغییر یک از استفاده با می گیرند.
زمان پیوسته خطی سیستم یک به بازه ای ضرایب با پیوسته خطی سیستم t متغیر از تابعی
و مطالعه مورد نیز سیستم ها گونه این پذیری مشاهده و پذیری کنترل می شود. تبدیل متغیر
شده اند. ارائه عددی مثال روش، کارایی و دقت نمایش برای نهایت، در می گیرند. قرار بررسی

مقدمه .١

نامعین های آن ها، مدل های که هدف هایی پذیری مشاهده و پذیری کنترل به مربوط مسائل
عملیات در تحقیق کنترل، نظریه دیفرانسیل، معادلات اتوماتیک‚ کنترل نظریه از شده ناشی بازه ای
یک [۴] در می باشد. اهمیت مورد می گردد‚ شامل را طبیعی علوم و مهندسی حوره های سایر و
کنترل [۴] در است. گردیده ارائه تصادفی داده های و نامعین شرایط با تصادفی بهینه کنترل مسأله
سیستم های مقاله این است. گرفته قرار بررسی مورد بازه ای ضرایب با گسسته سیستم های پذیری
اعداد از بازه ای صورت به آن ها در کنترل و حالت متغیر های ضرایب که طوری به پیوسته خطی
است. گرفته قرار بررسی مورد ها سیستم نوع این پذیری مشاهده و پذیری کنترل می باشند، حقیقی
کلی زمانی بازه یعنی است. شده گرفته نظر در [0, 1] بازه در مقاله این در سیستم ها این زمان

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 49J15; Secondary 49N05,
34H05, 93C05.

. مشاهده پذیری کنترل پذیری، پیوسته، خطی سیستم کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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دارد. قرار [0, 1] بازه در (t0, t∗) سیستم
:[٢] می شود گرفته نظر در زیر پارامتری تابع یک صورت به حقیقی اعداد بازه هر

A = [aL, aR] = {a(t)|a(t) = aL + t(aR − aL), 0 ≤ t ≤ 1} (١ . ١)

پذیری مشاهده و پذیری کنترل .٢

متغیر x ∈ Rn آن در که بگیرید، نظر در را زیر فرم به ای بازه ضرایب با پیوسته خطی سیستم
C ∈ (I(R))p×n, B ∈ (I(R))n×p, A ∈ (I(R))n×n کنترل متغیر u ∈ Rp حالت،
می باشند. هستند، حقیقی اعداد از بازه هایی درایه هایشان که ماتریس هایی D ∈ (I(R))p×p و

(0 ≤ t ≤ 1){
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

v = Cx(t) +Du(t)
(٢ . ١)

جایگزین پارامتری تابع یک (١ . ١) طبق حقیقی، اعداد بازه هر جای به هرگاه (٢ . ١) سیستم در
می شود. حاصل زیر صورت به پارامتری ضرایب با پیوسته خطی سیستم یک اینرو از }گردد،

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

v = C(t)x(t) +D(t)u(t)
(٢ . ٢)

معادلات طبق و است x(t0) = x0 اولیه حالت با ورودی حالت معادله را اول معادله (٢ . ٢) در
می باشد. زیر صورت به منحصربفرد جواب دارای معمولی دیفرانسیل

x(t) = ϕ(t, t0)x0 +

∫ t

t0

ϕ(t, s)B(s)u(s)ds, 0 ≤ t ≤ 1 (٢ . ٣)

می آید. بدست [١] پیکارد قاعده طبق و می باشد انتقال ماتریس ϕ(t, t0) آن در که

هر از اگر تنها و اگر گویند پذیر کنترل را (٢ . ٢) حالت فضای توصیف با φ سیستم .٢ . ١ تعریف
u کنترل یک توسط t0 ∈ [0, 1] اولیه زمان از را x حالت بردار بتوان x0 ∈ Rn اولیه مکان
بعبارت داد. انتقال 0 ∈ Rn نقطه به متناهی زمان مدت یک در کنترل قبول قابل توابع رده از
باشند موجود t1 ∈ [0, 1] و t1 ≥ t0, t0 ∈ [0, 1), x0 ∈ Rn دلخواه مقادیر ازای به دیگر

باشد. داشته قبول قابل کنترل توابع رده در جوابی (٢ . ٣) انتگرالی معادله بطوریکه

ϕ(t1, t0)x0 +

∫ t1

t0

ϕ(t, s)B(s)u(s)ds = 0, (۴ . ٢)

که طوری به t0, t∗ صورت به کلی بازه یک (۴ . ٢) جواب وجود و پذیری کنترل بررسی برای
جواب دارای (۴ . ٢) عبارت x0 ∈ Rn و t∗ ازای به گاه هر و بگیرید نظر در را (t∗ ∈ [0, 1])
.[١] باشد می جواب دارای نیز (۴ . ٢) عبارت x0 ∈ Rn و t1 < t∗ هر ازای به اینرو از باشد‚

می باشد (t, t0) ⊂ [0, 1] بازه روی پذیری مشاهده خاصیت دارای (٢ . ٢) سیستم .٢ . ٢ تعریف
اولیه حالت بفرد منحصر طور به (u(t), v(t)), t0 ≤ t ≤ t1 خروجی و ورودی اگر تنها و اگر

نماید. تعیین را x(t0)
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اگر تنها و اگر گویند پذیر مشاهده t0 ∈ [0, 1] اولیه زمان در را (٢ . ٢) سیستم .٢ . ٣ تعریف
باشد. پذیری مشاهده خاصیت دارای t1 ∈ [0, 1] و t1 > t0 که (t0, t1) بازه روی

(٢ . ١) ای بازه ضرایب با پیوسته خطی سیستم پذیری مشاهده و پذیری کنترل بررسی برای
نمایید. بررسی را (٢ . ٢) متغیر زمان پیوسته خطی سیستم پذیری مشاهده و پذیری کنترل کافیست
می پذیر کنترل (٢ . ١) سیستم نتیجه در باشد، پذیر کنترل t ∈ [0, 1] هر ازای به (٢ . ٢) سیستم
در نیز (٢ . ١) سیستم نتیجه در باشد‚ پذیر مشاهده t0 ∈ [0, 1) در (٢ . ٢) سیستم و باشد

می باشد. پذیر مشاهده t0 ∈ [0, 1)

خطی تبدیل این بگیرید. نظر در را Qt =
∫ t

t0
ϕ(t, s)B(s)BT (s)ϕT (t, s)ds خطی تبدیل

Qt ماتریس از (٢ . ٢) سیستم پذیری کنترل برای می نماید. تبدیل n × n ماتریس یک به را t
نمایید. استفاده

باشد. (t0, t∗) ⊂ J کلی زمان با پیوسته زمان خطی سیستم یک φ کنید ض فر .۴ . ٢ قضیه

باشد. نامنفرد Qt∗ ماتریس اگر تنها و اگر باشد می پذیر پذیر کنترل t0 اولیه زمان با φ سیبستم

گرفته نظر در J = [0, 1] مقاله این در شود. مراجعه [١] مرجع به قضیه اثبات برای برهان.
پذیر کنترل (t0, t∗) ⊂ J کلی زمانی بازه هر ازای به φ سیستم اینکه دادن نشان برای می شود.
□ باشد. نامنفرد t ∈ (0, 1) هر ازای به Qt ماتریس بایستی باشد‚ می 

n× n ماتریس یک که طوری به Pt =
∫ t

t0
ϕT (s, t0)C

T (s)C(s)ϕ(s, t0)ds ماتریس
بگیرید. نظر در را می باشد

به Pt ماتریس اگر تنها و اگر باشد می پذیر مشاهده t0 اولیه زمان در خطی سیستم .۵ . ٢ قضیه
باشد. نامنفرد t > t0 از مقادیری ازای

□ شود. مراجعه [١] مرجع به قضیه اثبات برای برهان.

بگیرید: نظر در را زیر بازه ای ضرایب با پیوسته خطی سیستم .۶ . ٢ مثال
ẋ1(t) = [0, 1]x(t) + [0, 1]u(t), 0 ≤ t ≤ 1

ẋ2(t) = [0, 1]u(t)

v = [0, 2]x2(t)

می باشد: زیر صورت به C,B,A ماتریس های پیوسته خطی سیستم این در

A =

[
0 [0, 1]
0 0

]
, B =

[
[0, 1]
[0, 1]

]
, C =

[
[0, 2] 0

]
,

ماتریس (0 ≤ t ≤ 1) ،t متغیره تک تابع یک برحسب حقیقی عدد بازه تعریف از استفاده با
می شوند: نوشته زیر صورت به فوق های

A =

[
0 t
0 0

]
, B =

[
t
t

]
, C =

[
2t 0

]
,
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می باشد: زیر صورت به انتقال ماتریس پیکارد، روش از استفاده با

ϕ(t, t0) =

[
1

t2−t20
2

0 1

]
, t0 = 0

و است صفر مخالف t ∈ (0, 1] هر ازای به |Qt| = 3
7
t10 + 5t8 ماتریس دترمینان بنابراین

|Pt| = ماتریس دترمینان هم چنین می باشد. پذیر کنترل ای بازه پیوسته خطی سیستم اینرو از
مشاهده بازه ای پیوسته خطی سیستم اینرو از و است صفر مخالف t ∈ (0, 1] هر ازای به 16

525
t10

می باشد. t0 = 0 اولیه زمان در پذیر

گیری نتیجه

آن ها پیوسته زمان که پیوسته خطی سیستم های پذیری مشاهده و پذیری کنترل مقاله این در
کنترل که نمود ارائه را روش هایی بایستی نتیجه در گرفت. قرار بررسی مورد دارد، قرار [0, 1] در
ضمنا نمود. قرار بحث مورد t پیوسته زمان هر برای را ها سیستم این پذیری مشاهده و پذیری
گیرند. قرار استفاده مورد پیوسته و گسسته سیستم های در بتوانند که نمودند پیشنهاد را روش های
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ای چندجمله از ترکیبی توابع از استفاده با ولترا غیرخطی بهینه کنترل مسائل حل
بلاک-پالس توابع و برنشتاین

غفوری سعیده و باغانی، امید ،∗ عباسی انسیه

سبزواری حکیم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
n30abasi@gmail.com

omid.baghani@gmail.com
saeide.gh.70@gmail.com

ولترا نوع از انتگرالی معادلات از رده ای حل برای روشی ارائه به مقاله این در چکیده.
روی BFs بلاک-پالس وتوابع BPs برنشتاین توابع ازترکیب ما منظور، این به می پردازیم،
های روش با آسانی به که سازی بهینه مساله یک به مساله این تغییر برای [0, 1) ی بازه
کارایی و دقت که است شده ارائه نیز عددی مثالی می کنیم. استفاده شود، حل ریزی برنامه

می دهد. نشان را روش

مقدمه .١

دیفرانسیل معادلات کنترلی های سیستم روی کارکردن با ابتدا در بهینه ازکنترل کلاسیک تئوری
اقتصاد، در معمولی دیفرانسیل معادلات با شده کنترل های سیستم از ای رده شد. آغاز معمولی
در کاربردی های برنامه ترین پیچیده زیرا کرد. مدل ١ ولترا کنترل با می توان و...را زیست شناسی
کننده شروع میلادی ١٩۵٠ سال در ٢ بلمن که شود می حل عددی های روش با بهینه کنترل مسائل
ولترا انتگرالی معادلات کمک به بهینه کنترل مساله حل برای ها روش جمله از بود. کار این ی
چپیشف ای چندجمله روش لژاندر، چند جمله ای های روش و هموتوپی اختلال روش از: عبارتند

مثلثی متعامد توابع و

روش آنالیز .٢

بصورت بهینه کنترل مساله کلی حالت
Min J(x, u) =

∫ T

0
Ψ(t, x(t), u(t)) dt, .

s.t x(t) = y(t) + λ
∫ t

0
k(s, t, u(s))x(s) ds,

. برنشتاین های ای چندجمله بلاک-پالس، ،توابع بهینه کنترل مسئله کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١ Volterra
٢ Bellman
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مسیر تابع x(s) است. که (V IEs) ولترا نوع از انتگرالی معادلات از ای رده محدودیت که
جواب یک پس V IE است، معلوم u(t) معین پیوسته کنترل [1] است. کنترل تابع u(s) و
که می کند تعیین طوری را x(t) و u(t) بهینه، کنترل مساله دارد. پیوسته و فرد به منحصر
که Ψ(t, x(t), u(t)) = u(t)2 + x(t)2 + f(t)x(t)+ g(t)u(t) . شود مینیمم J(x, u)
و شده فرض T = 1 ، مقاله ادامه در هستند. L2[0, 1] در مقدار حقیقی توابع g(t) و f(t)

است. فرد به منحصر مساله بهینه کنترل که است این بر فرض همچنین

زیر صورت به [0, 1] ی بازه روی درجه امین M از برنشتاین چندجمله ای های .٢ . ١ تعریف
BM,m(t) =

(
m
M

)
tm(1− t)M−m, m = 0, 1, ...,M, می شوند تعریف

است زیر صورت به [0, 1) ی بازه بر ٣ بلاک- پالس توابع از مجموعه - N .٢ . ٢ تعریف

bn(t) =

{
1 n−1

N
≤ t < n

N
.

0 صورت این غیر در

زیر صورت به m = 1, 2, ...,M و n = 1, 2, ..., N ، hnm(t) ترکیبی توابع .٢ . ٣ تعریف
می شوند تعریف

hn,m(t) =

{
Bm,M(Nt− n+ 1) , n−1

N
≤ t < n

N
.

0 , صورت این درغیر
هستند. برنشتاین ای های چندجمله و بلاک-پالس توابع ترتیب به n,m که

می شود زده تقریب زیر صورت به f(t) ∈ L2[0, 1] تابع توابع. تقریب .٢ . ١

f(t) ≃
N∑

n=1

M∑
m=0

cn,mhn,m(t) = CTH(t), (٢ . ١)

C = [c10, ..., c1M , c20, ..., c2M , ..., cN0, ..., cNM ]T ,

H(t) = [h10(t), ..., h1M (t), h20(t), ..., h2M (t), ..., hN0(t), ..., hNM (t)]T ,

C = D−1 < f(t), H(t) >, (٢ . ٢)

است. دوگان ماتریس یک و است روی استاندارد داخلی ضرب یک < ., . > که

مسیر و کنترل پارامتر .٣

بگیرید. نظر در را (٢) ولترا انتگرالی معادلات کنترلی مساله دینامیک. سیستم تقریب .٣ . ١
است زیر صورت به (٢ . ١) معادله به توجه با u(s) و x(s) تقریب

x(s) ≃ xr(s) = XTH(s), (٣ . ١)

u(s) ≃ ur′(s) = UTH(s), (٣ . ٢)

داریم لژاندر-گاوس هم محل نقاط کردن مرتب با و (٢) معادله در (٣ . ١) معادله جایگذاری با

Ar(u)X = Y, (٣ . ٣)

٣ Block-pulse functions
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تعریف زیر صورت به که است r×r ماتریس یک Ar(u) و Y = [y(t1), ..., y(tr)]
T جایی که

Ar(u) = [ar1, ..., a
r
r]
T , ari = H(ti)−λ

∫ ti
0
k(s, ti, u(s))H(s) ds). می شود

می شود زیرتعریف صورت به (٢) معادله تقریبی جواب ، X محاسبه و (٣ . ٣) سیستم حل با

xr(t;u) = XTH(s). (۴ . ٣)

X = (Ar(u))−1Y. می آوریم بدست ،ما Ar(u) = rank[Ar(u);Y ] = r رتبه اگر
فرد به منحصر جواب نیز (٢) سیستم پس فرد اند. به منحصر X بردار مجهول ترکیبی ضرایب
جایگذاری (٣ . ٣) در را (٣ . ٢) معادله مناسب، پیوسته کنترل یک آوردن بدست برای دارد.

داریم را زیر سیستم پس می کنیم،

Ar
r′(U)X = Y, (۵ . ٣)

ar
′

i = H(ti)− λ

∫ ti

0

k(s, ti, U
TH(s))H(s) ds, Ar

r′(U) = [ar
′

1 , ..., ar
′

r ]T . (۶ . ٣)

برای می کنیم. استفاده بالاست، معادلات شامل که ، کوادراتیک ی قاعده از انتگرال تقریب برای
متغیر تغییر با [0, ti] بازه های r بنابراین شود. ساخته باید ساده خطی تبدیل یک منظور، این

داریم ، i = 1, 2, ..., r برای دادیم، انتقال [0, 1] ی بازه به s = tiτ

ar
′

i = H(ti)− λti

∫ 1

0

k(tiτ, ti, U
TH(tiτ))H(tiτ) dτ. (٣ . ٧)

به تبدیل (٣ . ٧) معادله گاوسی کوادراتیک با

ar
′

i = H(ti)− λti

r−1∑
j=0

wjk(tiτ, ti, U
TH(tiτ))H(tiτ) (٣ . ٨)

کنترلی معادلات روش، این از استفاده با هستند. [0, 1] ی بازه در وزن ها و یال ها wj و τj که
می یابد. کاهش خطی غیر جبری معادلات به (٢) ولترا انتگرالی

از استفاده با را g(t) و f(t) ، (٢) هدف تابع تقریب برای عملکرد. شاخص تقریب .٣ . ٢
می زنیم تقریب زیر صورت به (٢ . ١) معادله

f(t) ≃ fr(t) = F TH(t), g(t) ≃ gr(t) = GTH(t) (٣ . ٩)

حالت معادله و کنترل تقریب (٢) معادله از استفاده با و هدف درتابع (٣ . ٩) معادله جایگذاری با
آمد. خواهد بدست زیر صورت به

min Jr(X,U) =XTDX + UTDU + F TDX +GTDU (٣ . ١٠)
s.t Ar

ŕX =Y. (٣ . ١١)

[2] بگیرید نظر در را زیر خطی غیر بهینه کنترل مساله مثال. .٣ . ٣

J(x, u) =
∫ 1

0

[
(x(t)− t− 1)2 + (u(t)− t2 − t)2

]
dt,

x(t) = y(t) +
∫ t

0
st2u(s)x(s) ds,
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انتخابی درنقاط u(t) از مطلق خطای :١ جدول

ti فعلی روش [24] روش [34] روش
N = M = ۴ p = ٣٢ m = ٣٢

٠٬٠ ٠٬٢٠٠٧e-١۵ ٠٬٠١۴۴ ٠٬٢٣٩٩
٠٬١ ٠٬٠۶٩۴e-١۵ ٠٬٠٠٩۴ ٠٬٠٠٩۴
٠٬٢ ٠٬٠٨٣٣e-١۵ ٠٬٠٠٣۴ ٠٬٠٠٣١
٠٬٣ ٠٬٣٣٣١e-١۵ ٠٬٠٠۴١ ٠٬٢۴۵۶
٠٬۴ ٠٬١١١٠e-١۵ ٠٬٠٠٩۵ ٠٬٠٠٩۴
٠٬۵ ٠٬٧٧٧٢e-١۵ ٠٬٢۵٠٣ ٠٬۴٣٣٠
٠٬۶ ٠ ٠٬٠٠٩۴ ٠٬١٢٨٨
٠٬٧ ٠٬٢٢٢٠e-١۵ ٠٬٠٠٣١ ٠٬٠٠۵٠
/٠٬٨ ٠٬۵۵۵١e-١۵ ٠٬٠٠٣١ ٠٬٠١٧٣
٠٬٩ ٠٬١١١٠e-١۵ ٠٬٠٠٩۴ ٠٬٠٢٩٧

مسیر u∗(t) = t2+ t و x∗(t) = t+1 است، y(t) = −1
5
t7− 1

2
t6− 1

3
t5+ t+1. که

x(t) ≃ x23 = XTH(t) اگر . N = M = 2 مجموعه تقریبی اند. بهینه کنترل و بهینه
از باشد. ترکیبی توابع با بهینه کنترل مساله از تقریبی جواب u(t) ≃ u23 = UTH(t) و

است شاخص عملکرد از اساسی ماتریس معادله ، (٣ . ١٠)

J(X,U) = XTDX + F TDF − 2F TDX + UTDU +GTDG− 2GTDU,

دادن قرار از پس ، هستند. t2+t و t+1ترتیب به ترکیبی ضرایب از Gماتریس هایی Fو جاییکه
ماتریس معادله -گاوس، لژاندر قاعده از استفاده و مثال این برای (٣ . ٨) در منظم نقاط و G و F
XTH(ti) = y(ti)+t4i

∑5
j=0wjτjU

TH(tiτj)X
TH(tiτj) صورت به (٣ . ٨) اساسی

مساله حل از بعد می یابد. کاهش خطی غیر سازی بهینه مساله یک به بهینه کنترل مساله پس،
گرفتیم ، SQP الگوریتم با

XT = [1, 1.25, 1.5, 1.5, 1.75, 2], UT = [0, 0.25, 0.75, 0.75, 1.25, 2]

هستند. بهینه کنترل توابع و دقیق بهینه مسیر ترتیب به u23(t) = t2 + t و x23(t) = t+ 1

پژوهش دست آورد های .۴

روش با ترکیبی توابع از استفاده با بهینه کنترل مساله حل برای روش یک ارائه به مقاله این در
که است شده داده کاهش سازی بهینه مساله محدود بعد با پارامتر یک به مساله پرداختیم. منظم

شود. حل الگوریتم مانند مؤثر الگوریتم های از بسیاری با می تواند
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

شبکه ای جریان مسائل برای اولیه-دوگان مسائل حل

عباسی انسیه و باغانی، امید غفوری∗، سعیده

سبزواری حکیم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
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omid.baghani@gmail.com
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بکار شبکه ای جریان تک هدفه مسائل برای را دوگان - اولیه الگوریتم ما مقاله این در چکیده.
تک هدفه خطی برنامه ریزی از مختلفی انواع در دوگان - اولیه سیمپلکس الگوریتم می بریم.
نشان را روش کارایی که است شده ارائه عددی مثالی پایان در است. گرفته قرار استفاده مورد

می دهد.

مقدمه .١

از معیاری تابع این که است تابعی کردن بیشینه یا کمینه سامانه، یک بهینه سازی از منظور
در بهینه سازی مسأله می انجامد. سامانه کارایی بهبود به نهایت در که می باشد، سامانه عملکرد
قیود پذیر(رعایت امکان گزینه های از مجموعه یک روی بر جواب هایی یا جواب یافتن حقیقت

است. مسأله معیار های یا معیار کردن بهینه هدف با مسأله)

روش آنالیز .٢

از: عبارتست شبکه ای جریان هزینه می نیمم مساله کلی حالت

min
∑

(i,j)∈A cijxij

s.t.
∑

(k,j)∈A xkj −
∑

(i,k)∈A = bk ∀k ∈ V (1)

xij ≤ uij ∀(i, j) ∈ A,
xij ≥ uij ∀(i, j) ∈ A.

. دوگان هزینه، ،می نیمم شبکه ای جریان مسئله کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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می باشند. کران دار بالا از آن یال های که زیرا می گویند ظرفیت دار را مساله این
مساله دوگان

می شود: نوشته زیر صورت به فوق خطی برنامه ریزی مساله دوگان
max

∑
k∈V bkπk −

∑
(i,j)∈A uijµij

s.t. πi − πj − µij ≤ cij ∀(i, j) ∈ A, (2)
µij ≥ 0 ∀(i, j) ∈ A.

قیدهای به وابسته دوگان متغیرهای بردار π = (π1, π2, . . . , πm) بردار ∑که
(k,j)∈A

xkj −
∑

(i,k)∈A

xik = bk,

می باشد.اینک xij ≤ uij قیدهای به وابسته دوگان متغیرهای بردار ، µ = (µij)(i,j)∈A بردار و
جواب ها این که می دانیم باشند. دوگان و اولیه مسائل شدنی جوابهای (π, µ) xو می کنیم فرض
باشند. برابر مساله دو هدف تابع اگر فقط و اگر بهینه اند دوگان و اولیه مسائل برای ترتیب به
می گیریم. درنظر را شبکه ای جریان هزینه کمترین مساله از (2) آن دوگان و (1) اولیه مساله
در بایستی جواب این باشد. (2) دوگان مساله برای شدنی جواب یک (π, µ) بردار کنید فرض

کند.[2] صدق ،(i, j) ∈ A همه برای πi − πj − µij ≤ cij قید
زائد مکمل شرایط از استفاده با است. شدنی دوگان جواب یک π = 0, µ = 0 مثال عنوان به
کنیم فرض .xij = uij یا xij = 0 آنگاه πi − πj ̸= cijاگر که: است لازم بهینگی برای
هزینه با یال ها از مجموعه ای یعنی πi−πj = cij که باشند (i, j) مانند یال هایی =Aمجموعه

صفر. کاهش یافته

xij = 0 آنگاه ،cij − πi + πj > 0 اگر نمی گیرند، قرار A= مجموعه در که یال هایی برای
صورت به را U و L مجموعه های ،xij = uij آنگاه cij − πi + πj < 0 اگر و بود خواهد

می کنیم: تعریف زیر
L = {(i, j) ∈ A\A= : xij = 0},
U = {(i, j) ∈ A\A= : xij = uij}.

با فقط تا می کند تلاش مساله این می نویسیم. زیر صورت به را اولیه شده محدود مساله اینک
شبکه ای جریان هزینه کمترین مساله برای شدنی جواب یک ،A= در موجود یال های از استفاده

پیداکند. (1)
min z =

∑
k∈V\{1} yk

s.t.
∑

(1,j)∈A= x1j −
∑

(i,1)∈A= xi1 − y1 +
∑m

k=2(−1)tkyk = b́1, (3)∑
(k,j)∈A= xkj −

∑
(i,k)∈A= xik − (−1)tkyk = b́k, ∀ k ∈ V\{1},

xij ≤ uij,∀ (i, j) ∈ A=,
xij ≥ 0,∀ (i, j) ∈ A=,
yk ≥ 0,∀ k ∈ V

که: جایی

tk =

{
1 if b

′

k ≥ 0

0 if b
′

k ≤ 0
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می آیند: بدست زیر معادله از استفاده با bk روی از k ∈ V ، b́k تقاضای و عرضه مقدار

b
′

k = bk +
∑

(i,k)∈U

xik −
∑

(k,i)∈U

xki.

شبکه این در است. معینی شبکه روی شبکه ای، جریان هزینه کمترین مساله یک (3) مساله ذاتا
و می گیریم نظر در ریشه گره عنوان به را گره اولین گرفته کار به A= در موجود یال های فقط
اضافه اصلی شبکه به (bi < 0 (اگر (1, k) یا (bi ≥ 0 (اگر (k, 1) مصنوعی متغیر های
(0, 1) یال و صفر گره یک این، بر علاوه می باشد. یک مصنوعی متغیر های این هزینه می شوند

است.[1] شده اضافه صفر هزینه با
شده محدود مساله از ẑ هدف تابع مقدار اگر باشد. (3) مساله بهینه جواب (x̂, ŷ) کنیم فرض
یا x∗

ij = 0 ،(i, j) ∈ A= تمام برای x∗
ij = x̂ij که طوری به x∗ جواب باشد، صفر برابر (3)

برای شدنی جواب یک شد)، تعریف قبلا که (آنگونه A در باقیمانده یال های برای ،x∗
ij = uij

علاوه می مانند. باقی صفر سطح در مصنوعی متغیرهای تمام چون می باشد. (1) اولیه مساله
x∗ است، برقرار زائد مکمل شرایط چون اکنون است. شدنی دوگان جواب ,π)یک µ) براین
جواب یک x̂ امده بدست جواب ،ẑ > اگر0 دیگر، طرف از می باشد. (1) برای بهینه جواب یک

نیست. (1) اصلی مساله برای شدنی
کرد پیدا دهد، بهبود را (2) هدف تابع که جدید شدنی دوگان جواب یک بایستی یا هنگام این در
کمکی مساله برای بهینه جواب یک (x̂, ŷ) چون داد. اولیه مساله بودن نشدنی به حکم اینکه یا
در هدف تابع تا گردد اضافه A= به جدید یالی بایستی لذا است، A=در موجود یال های با (3)

دهد. کاهش را (3) کمکی مساله
می گیریم: نظر در را (3) مساله دوگان

max
∑
k∈V

b
′

kπk −
∑

(i,j)∈A

uijµij

s.t. πi − πj − µij ≤ 0 ∀(i, j) ∈ A, (4)

π1 ≥ 0,

(−1)tkπ1 − (−1)tkπk ≤ 1 ∀k = 2, · · · ,m.

برای جدید جواب یک (π′
, µ

′
) و باشد مساله این برای بهینه جواب یک (π̂, µ̂) کنیم فرض

باشد: زیر صورت به (2) دوگان اصلی مساله

π
′
= π + θπ̂,

µ
′
= µ+ θµ̂,

بماند. باقی صفر درسطح θ اگر می دهد تشکیل شدنی دوگان جواب یک جدید جواب این

((i, j) ∈ L, π̂i − π̂j < 0).
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یعنی: (i, j) ∈ U اگر و ،cij − πi + πj > 0 یعنی: (i, j) ∈ L اگر که: می دانیم
گردد: می انتخاب زیر صورت به θ رو این از cij − πi + πj < 0

θ = min
{cij − πi + πj + µij

π̂i − π̂j − µ̂ij
:
(
(i, j) ∈ Lq, π̂i−π̂j > 0

)(
(i, j) ∈ Uq, π̂i−π̂j < 0

)}
.

تکرار گردد.در اضافه A= به بعدی تکرار در که داشت خواهد وجود (i, j) ∈ A\A= حداقل
می کنند، صدق π̂i − π̂j = cij شرط در که یال هایی تمام با A= شده به هنگام مجموعه بعدی
ẑ = 0 که زمانی تا روند می گردد. حل دوباره شده محدود جدید مساله می شود. گرفته کار به
که طوری به (i, j) ∈ L مانند یالی یعنی نگردید محقق ẑ = 0 شرط اگر می کند. پیدا ادامه
نشدنی (1) آغازین مساله نشد، پیدا π̂i− π̂j < 0 که طوری به (i, j) ∈ U یا π̂i− π̂j > 0

می باشد.[3]
(شکل(١)) بگیرید. نظر در را زیر شبکه ای جریان مساله مثال:

شبکه جریان مساله :١ شکل

شبکه ای جریان هزینه کمترین مثال، این برای .(u, c) از: عبارتند یال هر روی برچسب های
تکرار ۵ از بعد که بود z∗ = 0 توقف شرط می آوریم: بدست اولیه-دوگان الگوریتم به توجه با را

زیرند: شرح به جوابها و رسیدیم آن به

{x∗
14 = 2, x∗

21 = 5, x∗
23 = 4, x∗

34 = 3, x∗
52 = 6, x∗

13 = 0, x∗
35 = 0, x∗

45 = 0}
از: عبارتند A=

5 ،U5 ،L5 پنجم تکرار در

L5 = {(1, 3), (3, 5), (4, 5)}, U5 = ∅, A=
5 = {(1, 4), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (5, 2)}

.b′5 = {−3, 3,−1,−5, 6} از عبارتند b′5ها مقدار و

پژوهش آوردهای دست .٣

پرداختیم. شبکه جریان هدفه تک مسایل حل برای اولیه-دوگان الگوریتم ارایه به مقاله این در
است.با جواب به رسیدن در آن سرعت شبکه سیمپلکس الگوریتم به نسبت روش این مزایای از

دادیم. قرار بررسی مورد را روش کارایی مثالی ارایه

مراجع
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بهینه کنترل از استفاده با عفونی بیماری های مدل بررسی

زاده عبداله ابوالفضل و فرح بخش∗، آرمان وزیری، زاده محمود اسداله
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یک به پاتوژن حمله و ابولا سل، عفونی بیماری های مدل بررسی به مقاله این در چکیده.
پونتریاگین حداقل یابی اصل اساس بر بهینه کنترل مسائل جواب می پردازیم. بدن ارگان

می کند. تایید را روش صحت عددی نتایج می آید. بدست

مقدمه .١

چهاربعدی، مدل یک که ،SEIL یعنی ،SEIR شده ی اصلاح مدل بررسی به ابتدا مقاله این در
افراد تعداد E بیماری، مستعد سالم افراد تعداد S آن در که می پردازیم است، سل بیماری برای
عفونی افراد تعداد L و پیشرفته سل دارای آشکار عفونی افراد تعداد I بالا، خطر با پنهان عفونی
بیماری مدل بعدی، مدل .[١] می باشند مدل حالت متغیرهای یافته، کم-بهبود خطر با پنهان
بیماری، معرض در E مستعد، افراد تعداد S آن در که است کشنده بیماری یک که می باشد ابولا
فوت F و یافته بهبود R پیشرفته، یا آخر مرحله عفونت دارای I2 اول، مرحله عفونت دارای I1
یک انتها در .[٢] می باشند مدل حالت متغیرهای خاکسپاری، مراسم به انتقال برای آماده و شده
در .[٣] می دهیم ارائه را ایمونولوژیکی دفاع و بدن ارگان یک به پاتوژن حمله برای ساده مدل
سلول های پاتوژن، غلظت دهنده ی نشان به ترتیب i = 1, 2, 3 ،xi حالت متغیرهای مدل این

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. پونتریاگین حداقل یابی اصل بیماری، مدل بهینه، کنترل کلیدی. واژگان
سخنران ∗
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نسبی مشخصه x4 و می کشد) را پاتوژن که ) آنتی بادی آنتی بادی)، کننده تولید و (حامل پلاسما
می باشند. می دهیم) قرار یک را مرده و صفر را سالم (ارگان دیده آسیب ارگان

بررسی مورد مدل های معرفی .٢

مرگ نرخ µ(t) تولد، نرخ b(t) جمعیت، دهنده نشان ،N کنید فرض سل. بیماری مدل .٢ . ١
آشکار، عفونی به پنهان عفونی مرحله از بیماری پیشرفت نرخ k(t) بیماری، انتقال نرخ β میر، و
افرادی تعداد α کم، باخطر پنهان عفونی حالت به بالا باخطر پنهان عفونی حالت انتقال نرخ r(t)
است نکرده پیشرفت آشکار عفونت حالت به آن ها بیماری و مانده پنهان عفونت حالت در که
بنابراین ناموفق، باشند. درمان های نرخ 1 − p(t) نتیجه در و موفق درمان های نرخ p(t) و
نمونه پیداکردن کنترل تابع u2(t) مسافت، کنترل تابع u1(t) کنترل های اعمال با بیماری مدل

می شود بیان زیر به صورت نمونه، موجودی کنترل تابع 1− u3(t) و

dS

dt
= bN − µS − (1− u1(t))β

S

N
I,

dE

dt
= (1− u1(t))β

S

N
I − (k(t) + u2(t)α + µ)E + (1− u3(t))prI,

dI

dt
= k(t)E − (r + µ)I,

dL

dt
= (1− (1− u3(t))p)rI + u2(t)αE − µL. (٢ . ١)

مانند شده اند، آلوده عفونی افراد توسط که مستعد افراد کاهش برای تلاش ،1− u1(t) ضریب
می کند. بیان را سلامت)، کنترل برای (مبارزه آموزشی برنامه های یا عفونی افراد از جداسازی
و شوند، آلوده است ممکن که افرادی تعداد کاهش برای تلاش کننده ی بیان u2(t) همچنین
که زمانی تا بیمار از مراقبت مانند بیماری، به کننده برگشت افراد کاهش برای تلاش ،1−u3(t)
دارند[١]. قرار ٠/٩۵ و ٠/٠۵ بین بالا در شده معرفی کنترل سه می کند. بیان را شود، کامل درمان

نمونه کردن پیدا کنترل ،u1(t) کنترل، سه شامل ابولا، بیماری مدل ابولا. بیماری مدل .٢ . ٢
نمونه، کردن پیدا کنترل ،u2(t) می کند، حفظ را عفونی و مستعد افراد بین فاصله واقع در که
تلاش نمونه، موجودی کنترل ،u3(t) و شوند آلوده است ممکن که افرادی تعداد کاهش برای تلاش
قرار نظارت تحت و شوند درمان دارند، قرار عفونت آخر هم و اول مرحله در که افرادی می کند
می باشد. هستند، مرگ سمت به یا یافته توسعه آن ها بیماری که افرادی کاهش منظور به گیرند،

به صورت ابولا مدل نتیجه در

dS

dt
= µN − (1− u1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S − µS,

dE

dt
= (1− u1)(β1I1 + β2I2 + βFF )S − (αu2 + µ)E,

dI1
dt

= αu2E − (u3δ1γ1 + µ)I1,
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dI2
dt

= u3δ1γ1I1 − (u3δ2γ2 + µ)I2,

dF

dt
= u3δ2γ2I2 − γFF,

dR

dt
= u3(1− δ1)γ1I1 + u3(1− δ2)γ2I2 − (µ+ γR)R, (٢ . ٢)

افراد توسط که مستعد افراد نرخ دهنده ی نشان به ترتیب βF و β2 ،β1آن در که می شود بیان
با معرض در افراد می باشند. شده اند، آلوده شده، فوت و آخر مرحله اول، مرحله عفونت دارای
مرحله در بیماری طول متوسط می کنند. حرکت اول مرحله عفونی افراد کلاس سمت به α نرخ
دوره متوسط و γ−1

F با خاکسپاری تا مرگ زمان متوسط ،γ−1
2 با آخر مرحله در و γ−1

1 با اول
عفونت آخر مرحله به که آلوده افراد از کسری همچنین، است. شده داده نشان ،γ−1

R با ابولا درمان
در می دهیم. نشان δ2 و δ1 با به ترتیب را باشند رفته پیش مرگ سمت به که افرادی از کسری و

می باشد. ابولا بیماری از ناشی میر و مرگ طبیعی سرانه دهنده ی نشان نیز µ انتها

پاتوژن، کشتن به ترتیب، درمان اهداف مدل، این در بدن. ارگان یک به پاتوژن حمله مدل .٢ . ٣
ارگان به درمان مراقبت کردن فراهم و ایمنی پاسخ بخشی اثر افزایش آن، مضر اثرات خنثی سازی
تقویت u2 پاتوژن، کشنده u1 به صورت، را کنترل متغیرهای بنابراین می باشند. دیده، آسیب
حالت می گیریم. نظر در ارگان، یافتن بهبود عامل u4 و آنتی بادی تقویت u3 پلاسما، سلول های
،a21(x4) biبجز aijو ضرایب تمام می دهیم. نشان x∗

2(t) با را پلاسما سلول های غلظت پایدار
را می شود ارگان به آسیب باعث که ایمنی نقص a21(x4) ضریب هستند. نامنفی ثابت های

می کنیم تعریف a21(x4) =

{
cos(πx4) 0 ≤ x4 ≤ 0.5,
0 x4 ≥ 0.5,

به صورت و می کند توصیف

کاهش بدن، ارگان یک به آسیب افزایش با پلاسما سلول های تولید توانایی می دهد نشان که
پلاسما سلول های تولید ،(٠/۵ اینجا (در رسد خاص نقطه یک به ارگان سلامت زمانیکه و می یابد

می کنیم معرفی زیر صورت به را مدل بنابراین می شود. متوقف کاملا

dx1

dt
= (a11 − a12x3)x1 − b1u1,

dx2

dt
= a21(x4)a22x1x3 − a23(x2 − x∗

2) + b2u2,

dx3

dt
= a31x2 − (a32 + a33x1)x3 + b3u3,

dx4

dt
= a41x1 − a42x4 − b4u4.

بهینه کنترل .٣

داد نمایش زیر برداری فرم به را شده معرفی معادلات می توان کلی حالت در

dX

dt
= f(t,X(t), U(t)), (٣ . ١)
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تابع کردن مینیمم با درمان بهینه پرتکل می باشند. کنترل و حالت بردارهای U(t) و X(t) که
به صورت به ترتیب پاتوژن، حمله و ابولا سل، بیماری برای ،J درمان، هزینه

J(u1, u2, u3) =

∫ tf

t0

[
E(t) + I(t) +

B1

2
u2
1(t) +

B2

2
u2
2(t) +

B3

2
u2
3(t)

]
dt,

J(u1, u2, u3) =

∫ tf

t0

[
I1(t) + I2(t) +

A1

2
u2
1(t) +

A2

2
u2
2(t) +

A3

2
u2
3(t)

]
dt,

J(u1, u2, u3) =
1

2

(
p1x

2
1(tf ) + p4x

2
4(tf )

)
+

1

2

∫ tf

t0

[
q1x

2
1(t) + q4x

2
4(t)

+ r1u
2
1(t) + r2u

2
2(t) + r3u

2
3(t) + r4u

2
4(t)

]
dt,

هدف تابع بطوریکه می باشد X∗ حالت متغیر های و U∗ بهینه کنترل کردن پیدا هدف، می باشند.
یعنی شود. مینیمم Ω = {U(t) ∈ L1([t0, tf ])|umin ≤ U ≤ umax} روی J(U(t))

J(U∗(t)) = min
Ω

J(U(t)).

شرط پونترياگين اصل می بریم. بکار را پونتریاگین حداقل یابی اصل بهینه، سیستم حل برای
تابع مینیمم سازی مساله یک به را (٣ . ١) دستگاه اصل این می کند. برآورده را بهينه کنترل لازم

کند. می تبدیل i = 1, · · · , n ،λi الحاقی متغیرهای با U به نسبت ،H هامیلتون،

H(λ1, · · · , λn, x1, · · · , xn, u) = f0 +
n∑

i=1

λifi,

صدق i = 1, · · · , n ،λi(tf ) = ci اریبی شرایط با dλi

dt
= − ∂H

∂xi
الحاقی سیستم در که

می دهیم تشکیل را ∂H
∂u

= 0 سیستم ادامه در می کنیم. حل پسرو صورت به را سیستم که می کنند
بدست u برای مقداری بهینگی معادلات از استفاده با است. معروف بهینگی معادلات به که
می آید. بدست u∗ = min(uu,max(ul, u)) به صورت بهینه کنترل مقدار بنابراین می آوریم.

مراجع
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یک به مسئله باشد، هدف تابع یک از بیش شامل بهینه یابی مسئله یک که هنگامی چکیده.
یک بهینه بردار انتخاب و بردارها این مقایسه برای می شود. تبدیل برداری بهینه سازی مسئله
و محدب مخروط یک توسط معمولا جزئی ترتیب این می شود. گرفته نظر در جزئی ترتیب
یکنوا به طور زیرخطی توابع از رده یک معرفی به ابتدا مقاله این در می گردد. ارائه گوشه دار
می پردازیم. انعکاسی باناخ فضای در افزاینده دوگان مخروط عناصر از استفاده با صعودی
بوسیله فضا، این در دلخواه مجموعه یک از مناسب مینیمال عضو هر می دهیم نشان سپس
روش سپس می آید. بدست مذکور مجموعه روی رده، این از خاص توابعی مینیمم کردن
ترتیب با Rn نرمدار فضای در برداری بهینه سازی مسائل برای را مخروطی اسکالرسازی
مسائل به مربوط اسکالر بهینه سازی مسائل و می بریم بکار Rn

+ مخروط از ناشی جزئی
می کنیم. حل عصبی شبکه از استفاده با را برداری بهینه سازی از خاصی

مقدمه .١

مسئله یک با برداری بهینه سازی مسئله یک کردن جایگزین به معنای اسکالرسازی کلی به طور
نشان دهنده این و است یافته توسعه گسترده ای به طور اسکالرسازی نظریه است. اسکالر بهینه سازی
روش های از یکی مقاله، این در است. برداری بهینه سازی مسائل حل برای روش این اهمیت

می کنیم. معرفی را اسکالرسازی

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.

. عصبی شبکه مینیمال، نقاط اسکالرسازی، برداری، بهینه سازی کلیدی. واژگان
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توسط که جزئی ترتیب با حقیقی نرمدار فضای یک (Y, ∥ · ∥) می کنیم فرض .١ . ١ تعریف
ترتیب به C از C# داخلی شبه و C∗ دوگان مخروط است. می شود، ناشی C گوشه دار مخروط

می شوند. تعریف زیر بصورت
C∗ = {y∗ ∈ Y∗ : y∗(y) ≥ 0, for all y ∈ C}
C# = {y∗ ∈ Y∗ : y∗(y) ≥ 0, for all y ∈ C \ {0}}

می کنیم. معرفی افزاینده دوگان مخروط های عنوان به را زیر مخروط دو .١ . ٢ تعریف

Ca∗ = {(y∗, α) ∈ C# × R+ : y∗(y)− α∥y∥ ≥ 0 for all y ∈ C}
Ca# = {(y∗, α) ∈ C# × R+ : y∗(y)− α∥y∥ > 0 for all y ∈ C \ {0}}

و باشد (Y, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار فضای در محدب مخروط یک C کنیم فرض .١ . ٣ تعریف
برای اگر است، صعودی یکنوا به طور Y روی g تابع باشد شده داده Y روی g : Y → R تابع

.g(y1) ≥ g(y2) آن گاه y1 − y2 ∈ C که y1, y2 ∈ Y هر

مخروط توسط که جزئی ترتیب با حقیقی نرمدار فضای (Y, ∥ · ∥) کنیم فرض .۴ . ١ قضیه
تابع و α ∈ R+ و y∗ ∈ Y∗ \ {0} کنیم فرض باشد. می شود ناشی C گوشه دار محدب
تابع پس باشد. شده تعریف g(y∗,α)(y) = y∗(y) + α∥y∥ صورت به g(y∗,α) : Y → R

.(y∗, α) ∈ Ca∗ اگر فقط اگرو است صعودی یکنوا به طور Y روی g(y∗,α)
□ شود. مراجعه [٣] به برهان.

مخروط توسط که جزئی ترتیب با حقیقی نرمدار فضای (Y, ∥ · ∥) کنیم فرض .۵ . ١ تعریف
باشد. Y از ناتهی مجموعه A و می شود ناشی C ⊂ Y محدب

({y} − C) ∩ A = {y} اگر است A مجموعه مینیمال عضو y ∈ A عضو الف)
عضو y اگر است بنسون مفهوم به A مجموعه مناسب مینیمال عضو y ∈ A عضو ب)

باشد. cl(cone(A+ C− {y})) مینیمال عضو Y صفر عضو و A مینیمال

مخروط توسط که جزئی ترتیب با حقیقی نرمدار فضای (Y, ∥ · ∥) کنیم فرض .۶ . ١ قضیه
sol(sp) و (y∗, α) ∈ Y ∗ × R+ و باشد می شود، ناشی C ⊂ Y بسته محدب گوشه دار

است. (sp) اسکالر بهینه سازی مسئله بهینۀ جواب های مجموعه
sp : min

y∈A
{y∗(y) + α∥y∥}

هر آن گاه (y∗, α) ∈ Ca# اگر است. sol(sp) ̸= ∅ ،(y∗, α) ∈ Ca∗ برای می کنیم فرض
است. بنسون مفهوم به مناسب مینیمال عضو یک sol(sp) مجموعه عضو

□ شود. مراجعه [٣] به برهان.

آن گاه ∥ · ∥ = ∥ · ∥1 و C = Rn
+ و Y = Rn اگر .١ . ٧ نتیجه

Ca#
1 = {((w1, . . . , wn), α) : 0 ≤ α < wi, i = 1, . . . , n}

□ شود. مراجعه [٢] به برهان.
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عصبی شبکه از استفاده با برداری بهینه سازی مسائل از رده ای حل

(w,α) ∈ اگر باشد دلخواه برداری r ∈ Rn Cو = Rn
+ ،A ⊂ Rn کنیم فرض .١ . ٨ قضیه

باشد. (sp1) بهینه جواب y اگر فقط و اگر است A مناسب مینیمال عضو y آن  گاه باشد Ca#
1

sp1 : min
(y1,...,yn)∈A

{w1(y1−r1)+. . .+wn(yn−rn)+α[|y1−r1|+. . .+|yn−rn|]}

□ شود. مراجعه [٢] به برهان.

می نامیم مخروطی را آن که اسکالرسازی روش برای قبلی، قسمت های در آمده دست به نتایج
.[٢] می شود استفاده

صورت به (چندهدفه) برداری بهینه سازی مسئله می کنیم فرض

min
x∈X

[f1(x), . . . , fm(x)]
T (١ . ١)

r = (r1, . . . , rm) و (w, α) ∈ Ca# شده داده پارامترهای برای اسکالر مسئله نتیجه در باشد.
است: عبارت (sp1) مسئله به توجه با

sp2 : min
x∈X

n∑
i=1

wi(fi(x)− ri) + α

n∑
i=1

|fi(x)− ri|

پژوهشی دست آوردهای .٢

X و f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) : Rn → Rm ،(١ . ١) برداری بهینه سازی مسئله در
قسمت این در شده اند. فرض محدب i = 1, . . . ,m ،fi توابع و است محدب مجموعه یک
مسأله به توجه با و می گیریم نظر در (i = 1, . . . ,m) fi(x) تابع برای را مختلفی حالت های

می نویسیم. را مربوطه مخروطی اسکالر مسأله (sp2)
اول: حالت

min[cT1 x, . . . , c
T
mx]

T

s.t. Ax ≤ b, x ≥ 0 (٢ . ١)

مسئله به مربوط مخروطی اسکالر مسئله .b ∈ Rm و A ∈ Rm×n ،cTi ∈ Rn آن در که
از است عبارت ،(sp2) مسئله به توجه با ،(٢ . ١)

min cTu

s.t. A1u ≤ b1, A2u = b2, u ≥ 0 (٢ . ٢)

همچنین .u ∈ Rn+2m و c ∈ Rn+2m آن در که

A1 = (A,0,0), A2 =

cT1 −e1 e1
...
cTm −em em

 , b1 =

b
0
0

 , b2 =

 r1
...
rm

 ,

هستند. صفر بقیه و یک آن iام مؤلفه که است mتایی بردار ei و
مسائل عصبی شبکه از استفاده با و است مخلوط خطی مکمل مسئله به تبدیل (٢ . ٢)قابل مسئله

.[١] است حل مخلوط(MLCP)قابل خطی مکمل
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دوم: حالت

min [f1(x), . . . , fm(x)]
T

s.t. g(x) ≤ 0, h(x) = 0 (٢ . ٣)

در h(x) و g(x) توابع و هستند کران دار پایین از fiها ،i = 1, . . . , n هر برای آن در که
r = (r1, . . . , rm) مرجع نقطه اگر می کنند. صدق محدب غیرخطی برنامه ریزی مسئله شرایط
آن گاه باشد fi پایین کران از کوچکتر ri ،(i = 1, . . . ,m) i هر برای که شود انتخاب طوری
شبکه از استفاده با و است محدب غیرخطی برنامه ریزی مسئله یک به تبدیل قابل (٢ . ٣) مسئله

.[١] است حل قابل (MNCP) مخلوط غیرخطی مکمل مسائل عصبی

می گیریم نظر در را زیر خطی تابع مؤلفه های با برداری بهینه سازی مسئله .٢ . ١ مثال

min

(
x1

x2

)
s.t. : x1 − x2 ≤ 3, −3x1 − x2 ≤ −6, x ≥ 0

است: زیر صورت به فوق مسئله مخروطی اسکالر مسئله
w1x1 + w2x2 + αx3 + αx4 + αx5 + αx6

s.t. : x1 − x2 ≤ 3, −3x1 − x2 ≤ −6,

x1 − r = x3 − x4, x2 − r = x5 − x6, x ≥ 0

MLCP مسائل به مربوط عصبی شبکه از استفاده با اسکالر مسئله حل از آمده دست به نتایج
است. آمده ١ جدول در α افزاینده پارامتر و r و w برتری پارامترهای از مختلف مجموعه برای

مخروطی اسکالرسازی روش از استفاده با آمده دست به کارای جواب های :١ جدول

سطر (w1, w2) α (r1, r2) (x1, x2)

1 (6, 6) 5 (2, 2) (1, 3)
2 (3, 3) 2 (2, 0) (2, 0)
3 (5, 3) 2 (1, 7) (1, 3)

به را برداری بهینه سازی مسئال می توان که رسیدیم نتیجه این به مقاله، این در نتیجه گیری:
مسئله از خاصی حالت های و کرد تبدیل تک هدفه مسئله یک به مخروطی اسکالرسازی روش

کرد. حل عصبی شبکه کمک با را آمده دست به اسکالر

مراجع
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

نامقید بهینه سازی مسائل حل برای جدید تصادفی الگوریتم یک
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ارائه نامقید بهینه سازی مسأله حل برای ترکیبی تصادفی الگوریتم یک مقاله این در چکیده.
الگوریتم است. رفته کار به تصادفی صورت به محور گرادیان الگوریتم یک آن در که است شده
(FR فلاچر-ریوز( و (SD)شیب تندترین شامل مبنا، گرادیان روش های تعمیم از پیشنهادی
وابستگی عدم و سراسری همگرایی تضمین برای می کند. استفاده q−گرادیان مفهوم اساس بر
کرده ایم. استفاده الگوریتم در گاوسی اغتشاش یک از qFR و qSD روش های در q پارامتر به
شروع نقطه این بر علاوه می گردد. مشخص تصادفی صورت به q پارامتر مرحله هر در بنابراین
می یابد. تغییر تصادفی صورت به اغتشاش یک با تناوب به نیز FR و SD الگوریتم های
است. شده  تحلیل نتایج و مقایسه qFR و qSD روش های با پیشنهادی تصادفی الگوریتم

مقدمه .١

روش های توسعه واقعی، و کاربردی مسائل انواع در بهینه سازی مسائل اهمیت به توجه با
مسائل از دسته این حل برای متفاوتی الگوریتم های می باشد. مهم بسیار مسائل گونه این حل
روش های مثال عنوان به می باشد. خاصی معایب و مزایا دارای یک هر که است شده ارائه
محور گرادیان روش های است)، مزدوج گرادیان از خاصی حالت (که فلاچر-ریوز و شیب تندترین
روش های به روش ها این تبدیل برای ندارند. کارایی چندمدی مسائل برای که هستند موضعی و
بر q−گرادیان کرد. استفاده q−گرادیان[١] مفهوم از معمولی گرادیان جای به توان می سراسری،

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52,
34K20, 39B82.
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قرن اوایل در بار اولین برای جکسون١[٢] هیلتون فرانک است. شده بنا q−مشتق مفهوم پایه
توسعه برای q−مشتق از [٣] همکارانش و ساترونی٢ کرد. معرفی را q−مشتق مفهوم نوزدهم
استفاده با را FR و SD الگوریتم های داریم قصد مقاله این در کرده اند. استفاده q−گرادیان بردار
تبدیل qsFR و qsSD ترکیبی های الگوریتم به تصادفی اغتشاش یک و q−گرادیان مفهوم از
FR و SD الگوریتم های یافته تعمیم که qFR و qSD الگوریتم های با را آنها سپس و کنیم

کنیم. مقایسه هستند، q−گرادیان مفهوم توسط

qsFR و qsSD ترکیبی الگوریتم های .٢

در که می کنیم ترکیب تصادفی الگوریتم یک با را qFR و qSD الگوریتم های قسمت این در
پیشنهادی الگوریتم در می شود. استفاده جواب ناحیه جستجوی برای گاوسی اغتشاش یک از آن
در موضعی جستجوی به الگوریتم ابتدای در سراسری جستجوی از تدریج به جستجو فرآیند
می گیریم. نظر در را زیر نمادهای و پارامترها الگوریتم بیان برای می شود. منتقل الگوریتم انتهای
نقطه x(0) ∈ D باشد. می D = [l, u] ⊆ Rn آن در که است هدف تابع f : D → R

طول α(0) > 0 و q پارامتر تولید برای گاوسی توزیع اولیه معیار انحراف σ(0) > 0 و شروع
پارامتر تولید برای نرمال توزیع معیار انحراف و گام طول کاهش ضریب 0 < β < 1 و اولیه گام
بین فاصله m > 1 و گاوسی اغتشاشات مینیمم و اولیه معیار انحراف θ(0), θmin > 0 و q

فرض پیش (مقدار گاوسی تکرار هر در گاوسی اغتشاشات تعداد r > 0 و گاوسی تکرارهای
پیش (مقدار گاوسی اغتشاشات معیار انحراف کاهش ضریب 0 < η ≤ 1 و (r = n + 1
در که ρD : Rn → D همچنین باشد. می توقف شرط دقت پارامتر ϵ > 0 و ( η = 1

2
فرض

ρD(x) = x داریم: x ∈ D همه برای آن
می کند. منتقل پایین یا بالا کران کوچکترین به را آن بگیرد، قرار بازه از خارج x نقطه اگر

پیشنهادی. الگوریتم

و β کاهش پارامتر و α(0) اولیه گام وطول σ(0) اولیه معیار انحراف مقادیر ورودی: :١ گام
فاصله m و θmin اغتشاش مینیمم معیار انحراف و θ(0) اغتشاش اولیه معیار انحراف

. xbest = x(0) و k = 0 بده قرار و کن وارد را x(0) و گاوسی تکرارهای بین
این غیر در گاوسی). (تکرار برو ٨ مرحله به باشد، بخش پذیر m بر k و k ̸= 0 اگر :٢ گام

: کن محاسبه زیر صورت به را q(k) = (q
(k)
1 , . . . , q

(k)
2 ) بردار صورت

محاسبه σ(k)

|x(k)
i |

معیار انحراف 1و میانگین با نرمال توزیع از را q(k)i ، x(k)
i ̸= 0 اگر :١-٢

.q(k)i = 1 بده قرار صورت این غیر در کن.
q
(k)
i x

(k)
i = ρD(q

(k)
i x

(k)
i ) بده: قرار :٢-٢

بده: انجام را زیر کارهای i = 1, 2, . . . , n برای :٣ گام

١Jackson F. H.
٢Soterroni
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بده: قرار :١-٣

y(k,I) =

{
x(k) + (q

(k)
i − 1)x

(k)
i ei q

(k)
i ̸= 0

y(k,I) = x(k) + ϵei O.W

xbest = argmin(xbest, y(k,i)) i = 1, 2, . . . , n بده: قرار :٣-٢
.d(k) = −∇qf(x

(k)) بده قرار qsSD روش برای : ۴ گام
آن: در که ،d(k) = −∇qf(x

(k) + δ(k)d(k−1)) بده قرار qsFR روش برای

δ(k) =

{
∇qf(x(k))T∇qf(x(k)

∇qf(x(k−1))T∇qf(x(k−1) k > 0

0 O.W.

.x(k+1) = ρD(x
(k) + αkd

(k)) بده: قرار :۵ گام
.x(k+1) = argmin(xbest, x(k+1)) بده: قرار :۶ گام

برو. (١٠) گام به و σ(k+1) = βσ(k) و α(k+1) = βα(k) : ٧ گام
:i = 1, 2, . . . , r برای گاوسی) (تکرار :٨ گام

کن. محاسبه (θ(k))2In معیار انحراف و 0 میانگین با را z(k,i) نرمال توزیع :١-٨
.y(k,i) = ρD(x

(k) + z(k,i)) بده: قرار :٢-٨
xbest = argmin(xbest, y(k,i)) :٣-٨

بده: قرار ،f(y(k,̂i)) < f(x(k))اگر î = argmin1≤i≤rf(y
(k,i)) بده قرار :٩ گام

xk+1 = y(k,̂i) , θ(k+m) = θ(k)

x(k+1) = x(k), θ(k+m) = max(ηθ(k), θmin) صورت: این درغیر
صورت این غیر در است. بهینه ،xbest جاری، جواب است برقرار توقف شرط اگر :١٠ گام

برو. (٢) گام به و k = k + 1 بده قرار
عددی نتایج تحلیل

با را آزمون مسأله دو قسمت این در qsFR و qsSD پیشنهادی روش های عددی تحلیل برای
می گیریم. نظر در ١ جدول مشخصات

آزمون مسائل :١ جدول

نام مسأله تابع ضابطه D = [u− l] x(0) x∗ f(x∗)

F1 100(x2 − x2
1)

2 + (x1 − 1)2 [2/5, 2/5] [1/5, 1/5] [1, 1] 0

F2 2− (e−x2

+ 2e−(x−3)2) [−1, 4] 0.5 3 0.0001

qFR و qSD و qsFR و qsSD روش های با آزمون مسائل حل عددی نتایج ٣ جدول
اجرا بار ١٠ الگوریتم هر با را آزمون مسأله هر است، تصادفی الگوریتم چون می کند. مشخص
(y) مقادیر این میانگین و (yw) مقدار بدترین و (yb) هدف تابع مقدار بهترین ٣ جدول در کردیم.
پارامترهای دادیم. نمایش الگوریتم اجرای بار ده در را (SE) استاندار خطای و (M) میانه و
عددی نتایج به توجه با شده اند. مشخص ٢ جدول در qsFR و qsSD الگوریتم های ورودی
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qsFR و qsSD الگوریتم های ورودی پارامترهای مقادیر :٢ جدول

پارامتر L α(0) β θ(0) σ(0) m θmin ξ
مقادیر ∥u− l∥ 0.1× L 0.999 0.2× L 0.2× L 10 0.1 0.2

qFR و qSD و qsFR و qsSD الگوریتم های عددی نتایج :٣ جدول

تابع qSD qFR qsSD qsFR

yb 10−6 10−6 7.6× 10−4 1.1× 10−3

yw 2× 10−1 3× 10−2 3.2× 10−1 8.4× 10−2

F3 y 2.2× 10−2 1.3× 10−2 4.2× 10−2 4.06× 10−1

M 9.5× 10−4 2.1× 10−3 8.7× 10−3 3.9× 10−2

SE 5.6× 10−2 2.6× 10−2 9.5× 10−2 2.7× 10−2

yb 9.9× 10−1 9.9× 10−1 −1.12× 10−4 10−4

yw 9.9× 10−1 9.9× 10−1 1.0003× 100 9.9× 10−1

F4 y 9.9× 10−1 9.9× 10−1 7.3× 10−1 1.2× 10−1

M 9.9× 10−1 9.9× 10−1 1.0008× 100 6.7× 10−4

SE 0 0 4.1× 10−1 2.9× 10−1

بهترین و است بوده دیگر روش دو از بهتر qFR و qSD روش های F1 مسأله برای ،٣ جدول
برای است. qFR روش به مربوط نیز خطا کمترین می باشد. qFR روش به مربوط میانگین
سراسری مینیمم x∗ = 2.99 و موضعی مینیمم x∗ = 0 می باشد( مینیمم دو دارای که ،F2 مسأله
اما رسیده اند موضعی مینیمم به qFR و qSD روش های ،x(0) = 0.5 نقطه از شروع با ، (
بین از یافته اند. دست سراسری مینیمم به qsFR و qsSD روش های شروع، نقطه همین برای
روش به مربوط خطا کمترین و است qsFR روش به مربوط میانگین بهترین روش، چهار این

می باشد. qFR و qSD
نتیجه گیری:

مسائل در که داد نشان qFR و qSD روش های با پیشنهادی الگوریتم های مقایسه عددی نتایج
تضمین همچنین و جستجو جهت های دامنه افزایش باعث پیشنهادی الگوریتم از استفاده چندمدی

شد. خواهد سراسری همگرایی

مراجع

1. Erica J. C. Gouvea , Rommet G. Regis , Aline C. Soterroni , Marluce C. Scara-
bello and Fernando M. Ramos . Global optimization using q-gradients . European
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46(2), 253– 281.
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ترکیبی توابع تقریب از استفاده با تأخیری دستگاه های کنترل بهینه ی

پامرغی الهه و وزیری، محمودزاده اسداله مطلق∗، محمدی محمدرضا
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خطی تأخیری دستگاه های کنترل بهینه ی مسائل حل برای عددی روشی مقاله این در چکیده.
با تقریب روش، این اساس است. شده ارائه دوم درجه ی معیار تابعی با زمان، با متغیر
کنترل بهینه ی مساله ی حل روش این از استفاده با است. بلوکی-برنولی ضربی ترکیبی توابع

می یابد. تقلیل جبری معادلات حل به تأخیری دستگاه های

مقدمه .١
می باشد؛ زیر صورت به زمان با متغیر خطی سیستم یک کلی ساختار

Ẋ(t) = E(t)X(t) + F (t)X(t− τ) +G(t)V (t), 0 ≤ t ≤ 1 (١ . ١)
X(0) = X0 (١ . ٢)
X(t) = ϕ(t), −τ ≤ t < 0 (١ . ٣)

هستند. مناسب ابعاد با ماتریس های G(t) و F (t) و E(t) ،u(t) ∈ Rq و X(t) ∈ Rl که
یافتن  کنترل بهینه  ی هدف است. دلخواه معین تابع یک ϕ(t) و مشخص ثابت بردار یک X0

-(١ . ١) قیود برقراری با که ،(0 ≤ t ≤ 1) است، آن با متناظر X(t) حالت منحنی و U(t)
دوم درجه  ی تابعی (١ . ٣)

J =
1

2
X

T
(1)SX(1) +

1

2

∫ 1

0

[
X

T
(t)Q(t)X(t) + U

T
(t)R(t)U(t)

]
dt (۴ . ١)

ماتریس Q(t) مناسب، ابعاد با ماتریس هایی R(t) و Q(t) ،S آن در که شود، (بیشینه) کمینه
.[١] است مثبت معین متقارن ماتریس R(t) و مثبت معین نیمه متقارن

دشواری های با معادلات این حل که می شویم مواجه ریکاتی معادلات با دستگاه این حل روند در

2010 Mathematics Subject Classification. 49N05, 41A20.
. برنولی چندجمله ای های بلوکی، ضربه توابع، تقریب ترکیبی، توابع تأخیر، کنترل بهینه، کلیدی. واژگان

سخنران ∗
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ترکیبی توابع از استفاده با را فوق دستگاه مشکل، این رفع برای .[٣] است همراه فراوانی
است. ساده تر مراتب به آن حل که کرده تبدیل جبری معادلات دستگاه به بلوکی برنولی-ضربه

توابع تقریب و ترکیبی توابع .٢

به [0, tf ] بازه ی در m = 0, 1, . . . ,M و n = 1, 2, . . . , N که bnm(t) ترکیبی توابع
می شوند؛ تعریف زیر صورت

bnm(t) =

{
βm(

N
tf
t− n+ 1) t ∈ [n−1

N
tf ,

n
N
tf ]

0 این صورت غیر در
(٢ . ١)

.[۴] هستند برنولی و چندجمله ای های بلوکی ضربه توابع مرتبه ی ترتیب به m و n که
توابع از مجموعه ای {b10(t), b20(t), . . . , bNM(t)} ⊂ H و H = L2[0, 1] کنید فرض

از شده تشکیل برداری فضای مجموعه ی Y بلوکی-برنولی باشند. ضربه ترکیبی

{b10(t), b20(t), . . . , bN0(t), b11(t), . . . , bNM(t)}

یک f است. متناهی بعد با برداری فضای یک Y چون باشد. H در دلخواه تابعی f و باشد
که دارد آن در f0 مانند فرد به منحصر بهینه ی تقریب

∀y ∈ Y ∥f − f0∥ ≤ ∥f − y∥

که: طوری به c10, c20, · · · , cNM فرد به منحصر ثابت های لذا f0 ∈ Y چون و

f ≃ f0 =
M∑

m=0

N∑
n=0

cnmbnm(t) = C
T

B(t) (٢ . ٢)

که
B

T

(t) = [b10(t), b20(t), . . . , bN0(t), b11(t), . . . , bNM(t)]

و
C

T

(t) = [c10(t), c20(t), . . . , cN0(t), c11(t), . . . , cNM(t)]

می آید. دست به زیر رابطه ی از CT از cnm ضرایب

cnm =
1

Nmm!

(
dmf(t)

dtm

)
|t=n−1

N
tf

مساله بیان .٣

می گیریم: نظر در زیر شکل به را U(t) و X(t) مناسب N و M انتخاب با

X(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xl(t)]
T

, U(t) = [u1(t), u2(t), . . . , uq(t)]
T

(٣ . ١)

داریم؛ (٢ . ٢) به بنا

xi(t) = B
T
(t)Xi, i = 1, 2, . . . , l, ui(t) = B

T
(t)Ui, i = 1, 2, . . . , q (٣ . ٢)
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با حال هستند. ui(t) و xi(t) بلوکی ضربه برنولی- ضرایب بردارهای Ui و Xi آن در که
داریم: (٣ . ١) رابطه  ی در U(t) و X(t) بردارهای در فوق، روابط از یک هر جایگذاری

X(t) =
(
Il ⊗B

T

(t)
)
X, U(t) =

(
Iq ⊗B

T

(t)
)
U

زیر صورت به q(M + 1)N × l و l(M + 1)N × l بعد با بردارهای ترتیب به U و X که
می باشند؛

X = [x1, x2, . . . , xl]
T

, U = [u1, u2, . . . , uq]
T

بعدی (M + 1)N × 1 بردار B(t) می باشند، q و l مرتبه ی از همانی ماتریس های Iq و Il و
ماتریسی Il ⊗B(t) ،[٢] کرونکر ضرب تعریف به توجه با است. کرونکر ضرب نمایانگر ⊗ و
قرار با می باشند. بعدی q(M +1)N × q ماتریسی Iq ⊗B(t) و بعدی l(M +1)N × l

داریم: B̂1(t) = Iq ⊗B(t) و B̂(t) = Il ⊗B(t) دادن

X(0) = B̂
T

(t)d, ϕ(t− τ) = B̂
T

(t)W

هستند. l(M + 1)N × 1 مرتبه ی از بردارهای W و d که
به بنابراین شده اند داده بسط ترکیبی توابع حسب بر G(t) و F (t) ،E(t) توابع از یک هر حال

شکل

E(t) = E
T

B̂
T

(t), F (t) = F
T

B̂(t), G(t) = G
T

B̂1(t)

l × l(M + 1)N ابعاد با ترتیب به ماتریس هایی GT و F T ،ET که می شوند، گرفته نظر در
هستند. l × q(M + 1)N و l × l(M + 1)N و

شکل به ترکیبی توابع حسب بر را X(t− τ) می توانیم

X(t− τ) =

{
B̂

T
(t)W 0 ≤ t < τ

B̂
T
(t)D̂

T
X τ ≤ t ≤ 1

همچنین می شود. نامیده تأخیر عملیاتی ماتریس D ماتریس که ،D̂ = Il ⊗ D که بنویسیم
داریم؛

E(t)X(t) = E
T
B̂(t)B̂

T
(t)X = B̂

T
(t)Ẽ

T
X,

G(t)U(t) = G
T
B̂1(t)B̂

T

1 (t)U = B̂
T

1 (t)G̃
T
U, (٣ . ٣)∫ t

0
B̂

T
(t′)dt′ = (Il ⊗B

T
(t))(Il ⊗ P

T
) = B̂

T
(t)P̂

T
,∫ 1

0
F (t′)X(t′ − τ)dt′ =

{
B̂

T
(t)P̂

T
F̃

T
W, 0 ≤ t ≤ τ,

B̂
T
(t)ZF̃

T
W + B̂

T
(t)P̂

T
F̃

T
D̂

T
X, τ ≤ t ≤ 1,

به که است انتگرال عملیاتی ماتریس P و حاصل ضرب عملیاتی ماتریس های G̃ و F̃ ،Ẽ که
همچنین؛ محاسبه اند. قابل ∫سادگی τ

0

B̂
T

(t)dt = B̂
T

(t)Z
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و (١ . ١) از انتگرال گیری با است. L(M + 1)N مرتبه ی از مربعی عددی ماتریس یک Z که
داریم: آمده بدست نتایج و (١ . ٣) و (١ . ٢) روابط از استفاده با

A∗ = (P̂
T

Ẽ
T

+ P̂
T

F̃
T

D̂
T −I)X+ P̂

T

F̃
T

W +ZF̃
T

W + P̂
T

G̃
T

U +d = 0.

داریم: (٣ . ٢) و (۴ . ١) روابط از استفاده با همچنین

J =
1

2
X

T

B̂
T

(1)X +
1

2
X

T

[∫ 1

0

B̂(t)Q(t)B̂
T

(t)dt

]
X +

1

2
U

T

[∫ 1

0

B̂
T

1 (t)dt

]
U

=
1

2
X

T

(B(1)B
T

(1)⊗ S)X +
1

2
X

T

[∫ 1

0

B̂(t)B
T

(t)⊗Q(t)dt

]
X

+
1

2
U

T

[∫ 1

0

B(t)B
T

(t)⊗R(t)dt

]
U. (۴ . ٣)

و هستند زمان حسب بر توابعی R(t) و Q(t) زمان، با متغیر مسائل ∫برای 1

0

B(t)B
T

(t)⊗Q(t)dt,

∫ 1

0

B(t)B
T

(t)⊗R(t)dt

ماتریس های R(t) و Q(t) زمان، با ثابت مسائل برای نمود. ارزیابی عددی صورت به می توان را
صورت به را (۴ . ٣) می توان حالت این در شوند. حذف انتگرال از می توانند و هستند ثابت

J =
1

2
X

T

(B(1)B
T

(1)⊗ S)X +
1

2
X

T

(K ⊗Q)X +
1

2
U

T

(K ⊗R)U,

چندجمله ای و بلوکی ضربه از ترکیبی تابع دو داخلی ضرب انتگرال ماتریس K که کرد بازنویسی
می باشد. برنولی

بهینه سازی مساله ی حل .۴

تبدیل زیر پارامتری بهینه سازی مساله ی به کنترل بهینه مساله ی شده ارائه روش از استفاده با
می گردد.

J∗(X,U, λ) = افزوده ی تابعی باشد، لاگرانژ مضارب نمایان گر λ آنکه فرض با مساله:
صورت به J∗ کردن (بیشینه) کمینه برای لازم شرایط می گیریم. نظر در را J(X,U) + λ

T
A∗,

∂

∂x
J∗(X,U, λ) = 0,

∂

∂u
J∗(X,U, λ) = 0,

∂

∂λ
J∗(X,U, λ) = 0, (١ . ۴)

می گردند. بیان
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فازی گراف های روی عملگرها و ساختارها بررسی
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نمایی رشد شاهد کاربردی ریاضیات زمینه در فازی مجموعه های مورد در تحقیقات چکیده.
جبر، منطق، شامل ریاضی علم اصول از تحقیقات این دامنه چنانکه بوده اخیر سال های در
در است. گسترده مصنوعی هوش عصبی، شبکه های نظریه، الگوشناسی، تا ... و آنالیز
میان تحقیقات منظور به بالقوه پدیده یک عنوان به می توان فازی مجموعه های تئوری از نتیجه
قابل و جدید موضوعی فازی مجموعه های نظریه و گراف میان ارتباط نمود. استفاده رشته ای
مهم مفهوم دو این میان ارتباط بررسی مقاله این اصلی انگیزه لذا است. محققان برای تامل
گراف های روی اعمال و فازی مجموعه های گراف، میان ارتباط تا آنیم بر حقیقت در است.

دهیم. قرار مطالعه مورد را فازی

مقدمه .١

صورت به معمول سیستم های محاسبات و استدلال سازی، مدل منظور به متداول ابزار
پارامترهای که است معنا بدان سیستم بودن صریح فرض می باشد. صریح و قطعی مشخص،
باشد. شده مدل سیستم بررسی مورد خصیصه های یا شده سازی نمونه پدیده کننده ارائه دقیقا مدل
همه و دقیق صریح، بررسی برای ما توانایی سیستم ها گسترش و روزافزون پیچیدگی به توجه با
ما تلاش سیستم یک سازی نمونه در علاوه به بود. خواهد زمانبر و پرهزینه بسیار سیستم ها جانبه

می گردد. آمده بدست مدل کارآمدی کاهش به منتج معمولا ورودی داده های سازی بیشینه برای
سیستم یک در ابهام است. ابهام مفهوم می شود استنباط قطعیت عدم واژه از که معانی از یکی
یک سیستم. آن خصوصیات یا اجزا دادن تمیز و تفکیک در توانایی عدم از است عبارت مفروض
از یک هر به عضویت درجه نمایانگر که مقدار یک تخصیص با ریاضی صورت به فازی مجموعه
شباهت میزان نمایانگر عضویت درجه این می گردد. تعریف است مرجع مجموعه موجود عناصر

است. شده ارائه نظر مورد فازی مجموعه در که است مفهومی با منفرد عنصر یک تطابق و

. فازی گراف گراف، اعمال فازی، مجموعه  گراف، نظریه کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١
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به عضویت از عناصر وابستگی درجه تدریجی انتقال بیان برای فازی مجموعه های قابلیت
این است. گردیده مجموعه ها نوع این استفاده قابلیت و کارایی افرایش باعث عضویت عدم
علاوه دهیم، قرار تحلیل و تجزیه مورد را قطعیت عدم مفهوم تا می سازد قادر را ما خصوصیت
کنیم. استفاده داده رخ موارد تحلیل در هم طبیعی زبان در استفاده مورد مبهم مفاهیم از آن بر
قواعد تعمیم نیست. ثابت قضیه این عکس ولی می باشد نیز فازی قطعی، مجموعه از عضو هر
مختلط، اعداد به حقیقی اعداد تعمیم ایده همانند فازی مجموعه های به قطعی مجموعه های ریاضی
نه می باشد قطعی مجموعه های قواعد تعمیم واقع در سازی فازی اینرو از می رسد. نظر به طبیعی

قواعد. آن جایگزینی
می توان گراف ها روی اعمال از می دهیم. قرار بررسی مورد را گراف ها روی اعمال مقاله این در
ابتدا می کنیم. مطالعه را فازی گراف سپس برد. نام ... و دکارتی حاصلضرب پیوند، اجتماع، به
فازی از استفاده با را گراف مفاهیم سپس و کرده تعریف α-برش از استفاده با را فازی گراف
گراف ابتدا می دهیم. قرار بررسی مورد را فازی گراف های روی اعمال آن از پس می دهیم. تعمیم
نتایجی داد. خواهیم نظر مد را فازی گراف های روی اعمال سپس و کرده مطالعه را فازی مکمل

می کنیم. بیان فازی گراف های روی اعمال و فازی گراف مکمل برای را

E = و V = V1 ∪ V2 آن در که G = (V,E) گراف گراف). دو (اجتماع ١ . ١ تعریف
می دهیم. نشان G1 ∪G2 با و نامیم G2 و G1 اجتماع را E1 ∪ E2

آن در که G = (V,E) گراف آنگاه V1 ∩ V2 ̸= ∅ اگر گراف). دو (اشتراک ١ . ٢ تعریف
G1∩G2 با را آن و نامیم G2 و G1 گراف های اشتراک را E = E1∩E2 و V = V1∩V2

می دهیم. نشان

باشند. مجزا رئوس مجموعه با گراف هایی G2 و G1 کنید فرض گراف). دو (پیوند ١ . ٣ تعریف
که طوری به G1 +G2 زیرگراف از است عبارت G2 و G1 از G1 ∨G2 پیوند صورت این در

باشد. مجاور G2 از راس هر با G1 راس هر

(١) .۴ . ١ قضیه
E(G1 ∪G2) = E(G1) + E(G2)− E(G1 ∩G2)

V (G1 ∪G2) = V (G1) + V (G2)− V (G1 ∩G2).

.V (G1 +G2) = V (G1)+V (G2) و E(G1 +G2) = E(G1)+E(G2) (٢)
V (G1∨G2) = V (G1)+V (G2)+ و E(G1∨G2) = E(G1)+E(G2) (٣)

.E(G1)E(G2)

H و G گراف دو از G□H دکارتی حاصلضرب .( گراف دو دکارتی حاصلضرب ) ۵ . ١ تعریف
و (g, h) راس دو که طوری به V (G)× V (H) رئوس مجموعه با ساده گراف از است عبارت
در g′ با g یا است مجاور h′ با h و g = g′ یا اگر هستند مجاور هم با G×H در (g′, h′)

دیگر بیان به .h = h′ و است مجاور G
V (G□H) = {(g, h)|g ∈ V (G) و h ∈ V (H)},
E(G□H) = {(g, h)(g′, h′)|g = g′, hh′ ∈ E(H), یا gg′ ∈ E(G), h = h′}.
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٣ فازی گراف های روی عملگرها و ساختارها بررسی

هر برای صورت این در باشند،  X از فازی زیرمجموعه دو B و A کنید فرض .۶ . ١ تعریف
داریم: ،x ∈ X

(A ∨B)(x) = max(A(x), B(x));

(A ∧B)(x) = min(A(x), B(x)). (١ . ١)

رئوس از مجموعه ای  V آن در که G = (V, δ, µ) مرتب تایی سه از فازی گراف .١ . ٧ تعریف
δ : V → [0, 1] که V از فازی زیرمجموعه  δ و V از زیرمجموعه ای V = (v1, v2, · · · , vn)
µ(vj, vj) ≤ که به طوری است، µ : V ×V → [0, 1] که V ×V روی فازی رابطه یک µ و

.1 ≤ i, j ≤ n آن در که ∧{δ(vi), δ(vj)}

V که می کنیم فرض و می گیریم نظر در دور بدون را G فازی گراف این جا در که کنید توجه
متقارن و (µ(u, u) = δ(u) ،∀ u ∈ V دیگر عبارت (به بازتابی µ و باشد ناتهی و متناهی

باشد. (µ(u, v) = µ(v, u) ،∀ (u, v) ∈ V دیگر عبارت (به

که شده تعریف Gα = (Vα, Eα) صورت به G = (V, δ, µ) فازی گراف برش .١ . ٨ تعریف
.Eα = {e ∈ E|µ ≥ α} و Vα = {v ∈ V |δ ≥ α} آن در

که یال دو و می شوند نامیده مجاور دارند، قرار یکسان یال یک روی که رأس دو .١ . ٩ تعریف
قرار یکسانی رأس در که یال دو و می شوند نامیده مجاور یال گرفته اند، قرار یکسانی رأس در

می شوند. نامیده مجاور یال گرفته اند،

است. زیر صورت به مجاورت مفهوم باشند فازی یال هم و رأس هم که صورتی در

مجاور G = (V, δ, µ) در (µ(u, v) > 0) قوی یال هر برای v و u رأس دو .١ . ١٠ تعریف
.1
2
min{δ(u), δ(v)} ≤ µ(uv) اگر می شوند، نامیده

رابطه ای R و باشد فازی گراف یک G̃ کنیم فرض (١) فازی). روابط ) ١ . ١١ تعریف
اگر گوییم بازگشتی را آن باشد G̃ گراف رأس های روی فازی

∀x ∈ V (G̃), µR(x, x) = 1

باشد G̃ گراف رأس های روی فازی رابطه ای R و باشد فازی گراف یک G̃ کنیم فرض (٢)
اگر گوییم تقارنی را آن

∀x, y ∈ V (G̃), µR(x, y) = µR(y, x) = m, m ⩾ 0

باشد G̃ گراف رأس های روی فازی رابطه ای R و باشد فازی گراف یک G̃ کنیم فرض (٣)
اگر گوییم تعدی را آن

∀(x, y), (y, z), (x, z) ∈ E(G̃), µR(x, z) ≥ max
y

min(µR(x, y), µR(y, z))

باشد G̃ گراف رأس های روی فازی رابطه ای R و باشد فازی گراف یک G̃ کنیم فرض (۴)
باشد. تقارنی و تعدی انعکاسی، اگر گوییم هم ارزی را آن
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G∗
1 : با فازی گراف دو G2 : (µ2, R2) و G1 : (µ1, R1) می کنیم فرض .١ . ١٢ تعریف

G∗ = می کنیم فرض همچنین .V1 ∩ V2 = ϕ آن در که باشد G∗
2 : (V2, E2) و (V1, E1)

گراف یک G2 و G1 فازی گراف دو اجتماع سپس .G∗
1 ∪ G∗

2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)

آن در که است G = G1 ∪G2 : (µ1 ∪ µ2, R1 ∪R2) فازی

(µ1 ∪ µ2)(u) =

{
µ1(u) if u ∈ V1 − V2

µ2(u) if u ∈ V2 − V1

و

(R1 ∪R2)(u, v) =

{
R1(u, v) if uv ∈ E1 − E2

R2(uv) if uv ∈ E2 − E1

آن در که G∗ = G∗
1 +G∗

2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ E
′
) می گیریم درنظر .١ . ١٣ تعریف

فازی گراف دو مجموع سپس .V1 ∩ V2 = ϕ که است V2 و V1 از راس ها همه ی مجموعه E ′

داریم آن در که G = G1 +G2 : (µ1 + µ2, R1 +R2) فازی گراف یک G2 و G1

(µ1 + µ2)(u) = (µ1 ∪ µ2)(u) u ∈ V1 ∪ V2

و

(R1 +R2)(uv) =

{
(R1 ∪R2)(uv) if uv ∈ E1 ∪ E2

µ1(u) ∧ µ2(v) if uv ∈ E
′
.

این در باشد. فازی گراف دو G2 : (µ2, R2) و G1 : (µ1, R1) می کنیم فرض .١۴ . ١ قضیه
صورت

.G1 +G2
∼= G1 ∪G2 (١)

.G1 ∪G2
∼= G1 +G2 (٢)
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

تکراری روش از استفاده با مقید غیرخطی دوم درجه بهینه کنترل مسائل حل
لژاندر چندجمله ای

پرتانیان محمدعلی و ∗ برومندنژاد نرگس

سبزواری حکیم دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
nargesboromand42@gmail.com

partanian@hsu.ac.ir

با مقید غیرخطی دوم درجه بهینه کنترل مسائل حل برای روشی ارائه به مقاله این در چکیده.
بهینه کنترل مسئله منظور این برای می پردازیم. لژاندر چندجمله ای تکراری روش از استفاده
می شود جایگزین زمان-متغیر دوم درجه خطی بهینه کنترل مسائل از دنباله ای با اولیه غیرخطی
درجه خطی بهینه کنترل مسائل بود. خواهد اصلی مساله جواب به همگرا دنباله این جواب که
به حالت متغیرهای تقریب با استاندارد دوم درجه برنامه ریزی مسئله یک به زمان-متغیر دوم

می کنیم. تبدیل مجهول پارامترهای با متناهی لژاندر سری

مقدمه .١

دیگر عبارت به می باشند، کنترل قابل که می دهد قرار بررسی مورد را سیستم هایی کنترل نظریه
توسط معمولا کنترلی سیستم های شود. کنترل بیرونی عوامل تاثیر تحت می تواند سیستم تغییرات
کنترلی تابع یافتن هدف بهینه کنترل مسائل در می شوند. تعریف دیفرانسیل معادلات از دستگاهی
برای کند. بهینه را معینی معیار تابع و کرده صدق مرزی شرایط و سیستم دینامیک در که است
مورد دارند، بیشتری کارایی روش ها سایر به نسبت که عددی و تکراری روش های از مسائل حل

.[١] می گیرند قرار استفاده

اشباع کنترل و حالت متغیر لژاندر، چندجمله ای مقید، غیرخطی دوم درجه بهینه کنترل مسئله کلیدی. واژگان
.

سخنران ∗

٨٢



پرتانیان م. و برومندنژاد ن.

روش آنالیز .٢

دوم درجه هدف تابعک

min J = x(tf )
TSx(tf ) +

∫ tf

0

(xTQx+ uTRu)dt (٢ . ١)

s.t ẋ = A(x)x+B(x)u , x(0) = x0 (٢ . ٢)
φ(x(tf ), tf ) = 0 (٢ . ٣)
x(t) ≤ Xmax , x(t) ≥ Xmin , u(t) ≤ Umax , u(t) ≥ Umin (۴ . ٢)

حالت محدودیت (٢ . ٣) محدودت اولیه، شرایط و سیستم حالت معادلات (٢ . ٢) محدودیت که را
می باشند. اشباع کنترل و حالت متغیرهای به مربوط محدودیت  های (۴ . ٢) محدودیت های و نهایی
متغیرهای بردار Rm حالت، متغیرهای بردار x ∈ Rn مثبت، معین R مثبت، معین نیمه Sو Q
عناصر همه به نسبت پذیر مشتق پیوسته f غیرخطی تابع و اولیه شرایط بردار x0 ∈ Rn ، کنترل
ثابت مقادیر tf Xmaxو , Xmin , Umin, Umax ، m ≤ n و می باشد، (x(t), u(t), t)
بهینه کنترل مسائل از دسته ای به را مسئله تکراری تکنیک از استفاده با می گیریم. نظر در هستند

.[۴] می کنیم تبدیل زمان-متغیر دوم درجه

min J [i] = x(1)[i]
T
Sx(1)[i] +

tf
2

∫ 1

−1

(x[i]TQx[i] + u[i]TRu[i])dτ (۵ . ٢)

s.t
dx[i]

dτ
=

tf
2

[
A
(
x[i−1](τ)

)
x[i] +B

(
x[i−1](τ)

)
u[i]
]
, x[i](−1) = x0

(۶ . ٢)

φ(x(1)[i], 1) = 0

x(τ)[i] ≤ Xmax , x(τ)
[i] ≥ Xmin , u(τ)

[i] ≤ Umax , u(τ)
[i] ≥ Umin

i ≥ 1

صورت به مجهول پارامترهای با لژاندر سری توسط را کنترل متغیرهای و حالت متغیرهای تقریب

xj
[i] =

N∑
i=0

a
(j)
i Pi(τ) , j = 1, 2, ..., n , ul

[i] =
N∑
i=0

b
(l)
i Pi(τ) , l = 1, 2, ...,m

چندجمله ای Pi(τ) و a از تابعی b مجهول، پارامترهای b و a و نوشته i = 1, 2, ... برای
می دهیم: قرار ماتریسی فرم نوشتن برای است. iام مرتبه لژاندر

Ĵ [i] =aTϑT (1)Sϑ(1)a+
tf
2

∫ 1

−1

(aTϑTQϑa+ aTυTRυa)dτ

=aT

(
ϑT (1)Sϑ(1) +

tf
2

∫ 1

−1

(ϑTQϑ+ υTRυ)dτ

)
a
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داریم: لذا H = 2(ϑT (1)Sϑ(1)) + tf
∫ 1

−1
(ϑTQϑ+ υTRυ)dτ و

Ĵ [k] =
1

2
aTHa

بردار aT =
[
a
(1)
0 a

(1)
1 . . . a

(1)
N a

(2)
0 a

(2)
1 . . . a

(2)
N . . . a

(z)
0 . . . a

(z)
N

]
که

است. تقریب حالت های تعداد z و [٣] مثبت معین هسین ماتریس H و مجهول پارامتر
τ = −1 در لژاندر چندجمله ای اولیه مقدار خاصیت از استفاده با حالت های محدودیت در

داشت: خواهیم هستند نهایی حالت بردار و اولیه شرایط بردار ترتیب به که τ = 1 و

a
(j)
0 − a

(j)
1 + a

(j)
2 − a

(j)
3 + . . .+ (−1)Na

(j)
N − xj(−1) = 0 j = 1, 2, . . . , n

a
(j)
0 + a

(j)
1 + a

(j)
2 + a

(j)
3 + . . .+ a

(j)
N − xj(1) = 0 j = 1, 2, . . . , n

می باشد. F1a = b1 بصورت ماتریسی فشرده فرم که
بصورت اشباع کنترل و حالت متغیر محدودیت r + 1 لژاندر، چندجمله ای از استفاده با

N∑
i=0

b
(l)
i Pi(τs) ≤ Umax , −

N∑
i=0

b
(l)
i Pi(τs) ≤ −Umin

N∑
i=0

a
(j)
i Pi(τs) ≤ Xmax , −

N∑
i=0

a
(j)
i Pi(τs) ≤ −Xmin

هر در بنابراین درمی آید. F2a ≤ b2 شکل به شده ذکر روابط ماتریسی فرم می شوند. زده تقریب
می شود: تبدیل زیر صورت به بحث مورد مدل تکرار

min
a

1

2
aTHa

s.t F1a = b1 , F2a ≤ b2 (٢ . ٧)

راحتی به که است، نامساوی قید با استاندارد دوم درجه برنامه ریزی مسئله یک (٢ . ٧) رابطه
.[٢] کرد حل می توان

بگیرید. نظر در را زیر بهینه کنترل مساله مثال. .٢ . ١

min J =
1

2

∫ 5

0

(x2
1 + x2

2 + u2)dt

s.t ẋ1 = x2 , x1(0) = 1 , ẋ2 = −x1 + (1− x2
1)x2 + u , x2(0) = 0

x1(5) = −1 , x2(5) = 0 , |u(t)| ≤ 0.75

دوم درجه خطی بهینه کنترل مسائل از دسته ای به تکرار تکنیک از استفاده با را مسئله ابتدا حل:
سری با را x1

1 حالت متغیر می کنیم. حل را اول تکرار N = 1 برای و کرده تبدیل متغیر-زمان
داریم: بنابراین می زنیم، تقریب مجهول پارامتر با لژاندر

x1
1 = a10P0 + a11P1 , ẋ1

1 = a11P0 , x1
2 =

2

5
a11P0 ẋ1

2 = 0
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پرتانیان م. و برومندنژاد ن.

u1 = a10P0 + a11P1

ماتریسی فرم به را متغیرها و کرده تعریف aT =
[
a10 a11

]
بصورت را a ]ماتریس

x1
1

x1
2

]
=

[
P0 P1

0 2
5
P0

] [
a10
a11

]
= ϑa , u1

1 =
[
P0 P1

] [a10
a11

]
= υa

.H =
∫ 1

−1

[
2 2τ
2τ 2τ 2 + 4

25

]
dτ =

[
4 0
0 124

75

]
نتیجه در نوشته،

ماتریسی فرم به و کرده محاسبه τ = 1 و τ = −1 نقطه در را حالت متغیرهای مقدار

معادل F1a = b1 با که می کنیم، تبدیل


x1
1(−1)

x1
2(−1)
x1
1(1)

x1
2(1)

 =


1 −1
0 2

5
1 1
0 2

5

[a10a11
]
=


1
0
−1
0


است.

τ = −1,−0.9,−0.8,−0.7, . . . , 0.7, 0.8, 0.9, 1 گسسته نقاط در اشباع کنترل محدودیت

F2a ≤ b2 با که می باشد،



1 −1
−1 1
1 −0.9
...

...
1 0.9
1 1


[
a10
a11

]
≤



0.75
0.75
0.75

...
0.75
0.75

بصورت u1
1 کنترل متغیر برای

موجود روش های از یکی با را نامساوی قید با دوم درجه برنامه ریزی مسئله بنابراین است. معادل
می آوریم. بدست را بهینه جواب و کرده حل

پژوهش دست آورد های .٣

گرفت، قرار بررسی مورد مقید دوم درجه غیرخطی بهینه کنترل مسائل حل مقاله این در
غیرخطی بهینه کنترل مساله که زدیم، تقریب لژاندر های چندجمله ای توسط را حالت متغیرهای
را روش کارایی مثال ارائه با می شود . تبدیل دوم درجه برنامه ریزی مسائل از دنباله ای به مقید

دادیم. قرار بررسی مورد

مراجع

.١٣٧٢ مشهد، فردوسی دانشگاه انتشارات بهینه، کنترل و کنترل نظریه بر ای مقدمه نیا، بزرگ ق. و وحیدیان ع. .١
2. M. S. Bazaraa and J. J. Jarvis and H .Sherali, Linear Programming and Network

Flows, Published by John Wiley and Sons ,2010.
3. H. Jaddu and A. Majdalawi, Legendre Polynomials Iterative Technique for Solv-

ing a Class of Nonlinear Optimal Control Problems, International Journal of
Control and Automation. 7 (2014), no. 3, 17-28.

4. H. Jaddu, Direct solution of nonlinear optimal control problems using quasi-
linearization and Chebyshev polynomials, Journal of the Franklin Institute. 339
(2002), no. 4, 479–498.
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

با آن ومقایسه لیو برآوردگر در استوار مدل انتخاب معیارهای بررسی و معرفی
معمولی مربعات کمترین برآوردگر

فرد3 سلیمانی امید و ،2 قاسمیان جواد ،∗ 1 کریمی زهرا

دامغان دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده ریاضی، گروه 1,2

zahrakarimi_far90@yahoo.com
ghasemian@du.ac.ir

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه 3

omidsolaymanifard@yahoo.com

انتخابی مدل نوع و مستقل متغیرهای انتخاب فرآیند خطی، رگرسیون تحلیل در چکیده.
بررسی و معرفی به داریم سعی مقاله این در دارد. پرت یا افتاده دور نقاط روی زیادی تاثیر
پدیده وجود صورت در مستقل متغیرهای از مجموعه ای زیر انتخاب برای مناسب راهکاری
بپردازیم. رگرسیون در خطا بودن نرمال پذیره به نسبت تردید و پرت نقاط چندگانه، هم خطی
مورد را M نوع لیوی و لیو برآوردگرهای با استوار انتخاب معیار از استفاده نحوه  بعلاوه

می کنیم. مقایسه مربعات کمترین برآودگر با را آن و داده قرار بررسی

مقدمه .١

کلاسیک برآوردگرهای اساس بر رگرسیون در مستقل متغیرهای انتخاب در نسبی روش های
ارائه کلاسیک برآوردگرهای روش به نسبت بهتری روش های اخیر دهه های در آزمون هاست. و
مثال عنوان به شده است. گرفته نادیده حدودی تا آن به مرتبط متغیر انتخاب مسأله که شده است
برآورد براساس CP ارقام اما است، رگرسیون در قدرتمند انتخاب روش یک [۴] مالوز CP

توزیع در خطاها که مواقعی در پرت نقاط به نسبت معیار این که می آید به دست مربعات حداقل

2010 Mathematics Subject Classification. 6207, 62j07, 62j20
مدل انتخاب استوار، Tp استوار، Cp استوارلیو، برآوردگر معمولی، مربعات کمترین برآوردگر کلیدی. واژگان

. استوار
کریمی زهرا ∗
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فرد سلیمانی ا. و قاسمیان، ج. کریمی، ز.

نشده اصلاح برآوردیابی کلاسیک روش های با دیگر، سوی از است. حساس بسیار نیستند نرمال
احساس بیشتر استوار برآوردگرهای به نیاز لذا یافت، پارامترها برای استوار برآوردهای نمی توان

دارد. وجود آمار در دیگری متغیر انتخاب روش های دلیل این به می شود.
بگیرید: نظر در را زیر خطی رگرسیون مدل

Y = Xβ + ϵ (١ . ١)

بودن؛ کامل رتبه فرض با n × (k + 1) بینی پیش ماتریس X ؛ n × 1 پاسخ بردار Y که
است. σ2I واریانس و ٠ میانگین با خطا بردار ϵ مجهول؛ پارامترهای از k + 1 بردار یک β
همبستگی ماتریس X ′X که طوری به هستند استاندارد X متغیرهای که است این بر فرض
هستند. رگرسیون برآورد روش های در اساسی مشکل دو پرت نقاط و چندگانه هم خطی باشد.
برآوردگر آن ها رایج ترین از یکی که است، شده ارائه روش هایی چندگانه منحنی با مقابله برای

از: است عبارت که می باشد ریج رگرسیون

β̂R(k) = (X ′X +KI)−1X ′Xβ̂OLS, (١ . ٢)

که آنجا از است، حساس پرت نقاط به y جهت در β̂R(k) است. انقباض پارامتر k > 0 که
کرد: مطرح زیر شرح به β برای اریب برآوردگر یک [٣] لیو است، k از تابعی β̂R(k)

β̂L(d) = (X ′X + I)−1(X ′X + dI)β̂OLS (١ . ٣)

ماتریس از استفاده با (OLS) معمولی مربعات حداقل برآوردگر کاهش توسط برآوردگر این
در OLS که آنجا از است. 0 < d < 1 که آمده، دست به (X ′X + I)−1(X ′X + dI)

غلبه برای گذارد. اثر β̂L(d) بر است ممکن پرت نقاط حضور می شود، برده کار به لیو برآوردگر
به ( LM ) -M لیو-نوع برآوردهای از جایگزین کلاس یک [١] بیلار و آرسلان مشکل این بر

دادند: پیشنهاد زیر شرح

β̂LM(d) = (X ′X + I)−1(X ′X + dI)β̂M (۴ . ١)

استفاده با OLS برآوردگر جای به (β̂M) برآوردگر M یک سازی منقبض با LM برآوردگر
برآوردگر این ارائه از اصلی هدف می آید. دست به (X ′X + I)−1(X ′X + dI) ماتریس از

داده هاست. مجموعه در پرت نقاط و چندگانه هم خطی هم زمان وقوع با مقابله

مدل انتخاب معیارهای .٢

مدل های انتخاب در قوی تکنیک یک [۴] مالوز Cp معیار .(RCp)استوار Cp معیار .٢ . ١
خطا توزیع بودن نرمال فرضیه و پرت نقاط به نسبت Cp ، OLS روش در است. رگرسیونی

صورت: به را RCp معیار [۵] استواد و رونچتی است. حساس

RCp =
Wp

σ̂2
− (Up − Vp), (٢ . ١)

و ام i مشاهده وزن wi ، Wp =
∑

i ŵ
2
i r

2
i =

∑
i ŵ

2
i (yi − ŷi)

2 آن در که کردند تعریف
σ̂2 = Wfull/Ufull صورت به و است کامل مدل در σ̂ برای سازگار و استوار برآورد یک σ̂2
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و... لیو برآوردگر در استوار مدل انتخاب معیارهای بررسی و معرفی

با Vp =
∑

i var(ŵix
t
i(β̂ − β)) و Up =

∑
i var(ŵiri) ثابت های می شود. تعریف

شده اند[٢]. استفاده σ = 1 و زیرمجموعه ها درست انتخاب فرض
ثابت مدل ها تمامی برای Up − Vp مقدار [۵] استواد و رونچتی توسط شده RCpاستفاده در
Up − Vp مقدار می کند. تغییر زیرمجموعه هر به توجه با Up − Vp مقدار اینجا در اما است

با: برابر تقریبا

nE ∥ η ∥2 −2tr(NM−1) + tr(LM−1QM−1) (٢ . ٢)

آن در که

E ∥ η ∥2=
∑

1≤i≤n

η2(xi, ϵi), N = E[η2η′xx′] and L = E[W ′ϵ(W ′ϵ+4W )xx′].

نقاط دارای که حالی در هستند رگرسیون در مدل انتخاب برای مفیدی ابزارهای مالوز RCp و Cp

آن، استوار نوع در خصوص به و است محاسباتی و بوده محور رایانه اینکه مثلا می باشند. ضعفی
می باشد. وقت گیر زیرمدل ها همه برازش برای

یافته تعمیم M-برآوردگرهای بر مبتنی ، RTp از نسخه یک .(RTp)استوار Tp معیار .٢ . ٢
می شود: تعریف زیر صورت به رگرسیونی پارامترهای از

RTp = β̂′
2

−1∑
22

β̂2 −K + 2P, (٢ . ٣)

.β̂ = (β̂1, β̂2) = (X ′V X)−1X ′V Y و کواریانس ماتریس
∑

n =

( ∑
11

∑
12∑

21

∑
22

)
که

هستند، مدل زیر و کامل مدل ابعاد ترتیب به p و k است، vii قطر با مستطیلی ماتریس V

مقدار باشد، درست p مدل زیر اگر . β̂ = (βp, ..., βk−1) و β̂1 = (β0, β1, ..., βp−1)
شود. نزدیک p به باید RTp

عددی مثال .٣

چندگانه، هم خطی و پرت نقاط وجود با استوار متغیر انتخاب معیارهای عملکرد مقایسه برای
از استفاده با مدل انتخاب معیارهای از داده ها این برای می کنیم. استفاده ژنتیک داده های از
آورده شده است. ٢ شکل در نتایج و شده است استفاده LM برآوردگر و OLS معمولی رگرسیون
مشاهده اند ٢۵ شامل هرکدام که متغیر ۵ از بررسی این در پرداختیم. βها بررسی به ١ شکل در
بوده است. کوچکتر لیو مدل در βها میزان که دریافتیم و کردیم مقایسه را βها ابتدا کردیم. استفاده
لیو مدل به متعلق Cpهای دریافتیم و ایم پرداخته برآوردگر هردو Cpهای بررسی به ادامه در
داده های برآورد برای مناسب معیاری لیو برآوردگر که گرفت نتیجه می توان و هستند کوچکتر

می باشد. موجود معیارهای و مقیاس ها نتیجه گیری برای مهم ابزاری نیز و یکدیگر به وابسته

٨٨



فرد سلیمانی ا. و قاسمیان، ج. کریمی، ز.

لیو و مربعات کمترین برآوردگرهای (βها)در ضرایب مقایسه :١ شکل

لیو و مربعات کمترین برآوردگر هادر Cp مقایسه :٢ شکل

پژوهش دست آورد های .۴

در پرت نقاط و هم خطی ها زمان هم  وقوع با مقابله برآوردگر ارائه مقاله این از اصلی هدف
رگرسیونی مدل های ارزیابی در استوار شاخص یک مالوز Cp معیار است. داده مجموعه یک
لیو برآوردگرهای بودن بهتر بیانگر خوبی به که ژنتیک داده های روی بر بررسی با همچنین است.
می باشند. داده ها برازش جهت مناسب معیاری برآوردگرها این که می رسیم نتیجه این به می باشد،

مراجع
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بهینه سازی و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،١٣٩۶ مهر ٢٠-١٩

مشتق و انتگرال عملیاتی ماتریس از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل عددی حل
اپل چند جمله ای های خانواده

دستجردی تقی محمد و ادیبان∗ مهدی

زنجان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه
madiban@znu.ac.ir

tdast@znu.ac.ir

جمله ای های چند یعنی اپل، چندجمله ای های خانواده از مهم عضو دو مقاله، این در چکیده.
مشتق و انتگرال عملیاتی ماتریس  های از استفاده با و کنیم می معرفی را جنوچی و برنولی
بر کسری مرتبه مشتق و انتگرال پردازیم. می کسری بهینه کنترل مسائل عددی حل به آنها
معادلات در کسری مرتبه مشتقات و شده گرفته نظر در کاپوتو و ریمان-لیوویل مفهوم اساس
همچنین و نامعلوم ضرایب دارای جنوچی و برنولی چندجمله ایهای خطی ترکیب با دینامیک
بهینگی لازم شرایط سپس شده اند. جایگزین مربوطه مشتق و انتگرال عملیاتی ماتریس های
محاسبه به راحتی عددی روشهای با که می آوریم بدست جبری به صورت را معیار تابع برای

می آوریم. عمل به روش دو این بین مقایسه ای نهایت در می گردند.

مقدمه .١

در شده ظاهر مشتقات که برمی خوریم دیفرانسیلی معادلات به بهینه کنترل مسائل از برخی در
هستند[٢]. معروف (FOCPs) کسری بهینه کنترل مسائل به که هستند کسری مراتب دارای آنها
این حل برای نامتعامد و متعامد چندجمله ای های مشتق و انتگرال عملیاتی ماتریس های به تازگی،
و برنولی چندجمله ای های از استفاده با مقاله این در گرفته اند. قرار استفاده مورد مسائل از دسته
کسری بهینه کنترل مسئله منظور این برای می پردازیم. کسری بهینه کنترل مسائل حل به جنوچی

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 49J15; Secondary 49J53.
ریمان- کسری انتگرال عملیاتی، ماتریس اپل، چندجمله ای های خانواده کسری، بهینه کنترل کلیدی. واژگان

کاپوتو. کسری مشتق لیوویل،
سخنران ∗

٩٠



دستجردی م.ت. و ادیبان م.

می گیریم. نظر در را زیر

MinJ =

∫ tf

t0

f(t, x(t), u(t))dt (١ . ١)

Dαx(t) = g(t, x(t)) + b(t)u(t) (١ . ٢)

D(i)x(t0) = xi, i = 0, 1, 2, · · · , n− 1 n− 1 < α ⩽ n

.[١] می شوند تعریف این گونه کاپوتو کسری مشتق و ریمان-لیوویل کسری انتگرال .١ . ١ تعریف

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f τ (x)dτ, t > 0, α ∈ R+ (١ . ٣)

C
0 D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− x)n−α−1f (n)(x)dx, n = ⌈α⌉ (۴ . ١)

.[۵] از عبارت اند جنوچی و برنولی چند جمله ای های عمومی جمله ی و مولد تابع .١ . ٢ تعریف

text

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
, Bi(t) =

i∑
r=1

i!Bi−r

(i− r)!r!
tr (۵ . ١)

2text

et + 1
=

∞∑
n=0

Gn(x)
tn

n!
, Gi(t) =

i∑
r=1

i!Gi−r

(i− r)!r!
tr (۶ . ١)

می آیند. دست به زیر روابط از f(t) تابع تقریب برای جنوچی و برنولی ضرایب .١ . ٣ لم

f(x) = Σn
j=1cj,rGj(t), f(x) = Σn

j=1cj,rBj(t) (١ . ٧)
C = W−1 ⟨f(t), G(t)⟩ , C = W−1 ⟨f(t), B(t)⟩ (١ . ٨)

.[۴] با است برابر ρα انتگرال عملیاتی ماتریس IαB(t) = ραB(t) فرض با .۴ . ١ قضیه

ρα =



θ1,1,1 θ1,2,1 · · · θ1,M,1∑2
r=1 θ2,1,r

∑2
r=1 θ2,2,r · · ·

∑2
r=1 θ2,M,r

...
... · · ·

...∑i
r=1 θi,1,r

∑i
r=1 θi,2,r · · ·

∑i
r=1 θi,M,r

...
... · · ·

...∑M
r=1 θM,1,r

∑M
r=1 θM,2,r · · ·

∑M
r=1 θM,M,r


θi,j,r =

i!Bi−r

(i− r)!Γ(r + 1 + α)
cj,r

.[٣] با است برابر ρα انتگرال عملیاتی ماتریس IαG(t) = ραG(t) فرض با .۵ . ١ قضیه

ρα =



θ1,1,1 θ1,2,1 · · · θ1,N,1∑2
r=1 θ2,1,r

∑2
r=1 θ2,2,r · · ·

∑2
r=1 θ2,N,r

...
... · · ·

...∑i
r=1 θi,1,r

∑i
r=1 θi,2,r · · ·

∑i
r=1 θi,N,r

...
... · · ·

...∑N
r=1 θN,1,r

∑N
r=1 θN,2,r · · ·

∑N
r=1 θN,N,r


θi,j,r =

i!Gi−r

(i− r)!Γ(r + 1 + α)
cj,r

مولد جمله ای های چند از حاصل ستونی بردار های نمایانگر G(t) و B(t) فوق قضایای در
هستند. N و M بعد با جنوچی و برنولی

٩١



کسری بهینه کنترل مسائل

داریم. (١ . ٢) دینامیک معادله در آن جایگزینی و (۴ . ١) قضیه از استفاده با .۶ . ١ نتیجه

x(t) = CT IαB(t) +
n−1∑
i=0

xi
ti

i!
CTB(t) = g

(
t, CTραB(t) +

n−1∑
i=0

xi
ti

i!

)
+ b(t)u(t)

u(t) =
1

b(t)

(
CTB(t)− g

(
t, CTραB(t) +

n−1∑
i=0

xi
ti

i!

))

داریم. (١ . ٢) دینامیک معادله در آن جایگزینی و (۵ . ١) قضیه از استفاده با .١ . ٧ نتیجه

x(t) = CT IαG(t) +

n−1∑
i=0

xi
ti

i!
CTG(t) = g

(
t, CTραG(t) +

n−1∑
i=0

xi
ti

i!

)
+ b(t)u(t)

u(t) =
1

b(t)

(
CTG(t)− g

(
t, CTραG(t) +

n−1∑
i=0

xi
ti

i!

))

پژوهش دست آورد های .٢

چبیشف و لژاندر ژاکوبی، مانند متعامد چندجمله ای های عملیاتی ماتریس از استفاده چه اگر
آنها کامپیوتری محاسبات ولی دارند همراه به دقیق تری نتایج کسری بهینه کنترل مسائل حل برای
چندجمله ای های خانواده از استفاده می باشند. زمان بر و پیچیده بسیار ریاضی افزارهای نرم در
در بیشتر صفرهای داشتن علت به مسائل از دسته این برای جنوچی و برنولی مانند اپل نامتعامد
جواب های به کوتاه تر زمان مدت در نتیجه در و دارند لازم کمتری محاسبات آنها عملیاتی ماتریس

می رسند. دقیق تری

زیر کسری بهینه کنترل مسئله .٢ . ١ مثال

MinJ =
1

2

∫ 1

0

(
x2(t) + u2(t)

)
dt

Dαx(t) = −x(t) + u(t), x(0) = 1, 1 ≤ α ≤ 2

از عبارت اند α = 1 برای آن دقیق جوابهای که

x(t) = cosh(
√
2t) + β sinh(

√
2t)

u(t) = (1 +
√
2β) cosh(

√
2t) + (

√
2 + β) sinh(

√
2t)

β = −cosh(
√
2) +

√
2 sinh(

√
2)√

2 cosh(
√
2) + sinh(

√
2)

(١) جدول در برنولی روش آمده دست به مطلق خطای و شده محاسبه جنوچی و برنولی روش با
مطلق خطای مقایسه است. شده آورده (٢) جدول در جنوچی روش آمده دست به مطلق خطای و

است. برنولی روش به نسبت جنوچی روش بیشتر دقت دهنده نشان جدول دو

٩٢



دستجردی م.ت. و ادیبان م.

برنولی روش در α = 1.5 برای u(t) و x(t) مطلق خطای :١ جدول

Keshavarz et al.
t M=3,x(t) M=4,x(t) M=5,x(t) M=3,u(t) M=4,u(t) M=5,u(t)

0.0 1.33×10−3 8.89×10−5 6.20×10−6 3.70×10−4 4.63×10−5 1.86×10−6

0.1 3.29×10−4 2.87×10−5 3.12×10−6 1.25×10−4 1.69×10−5 7.12×10−7

0.2 4.85×10−4 1.25×10−5 1.30×10−6 1.38×10−4 2.32×10−5 5.21×10−7

0.3 6.85×10−5 2.55×10−5 1.52×10−6 3.65×10−4 2.06×10−4 4.95×10−6

0.4 2.35×10−4 1.50×10−5 6.70×10−7 1.23×10−4 1.47×10−5 2.51×10−7

0.5 3.62×10−4 5.23×10−6 1.85×10−6 1.35×10−4 1.07×10−5 5.73×10−7

0.6 2.13×10−3 2.80×10−5 3.22×10−7 4.63×10−5 1.50×10−4 4.86×10−7

0.7 2.02×10−4 2.25×10−5 1.09×10−6 5.62×10−5 1.25×10−5 5.85×10−6

0.8 5.30×10−4 1.63×10−5 9.16×10−7 1.71×10−4 8.43×10−6 2.52×10−7

0.9 2.48×10−4 4.16×10−5 2.54×10−6 6.35×10−5 2.35×10−5 7.58×10−7

جنوچی روش در α = 1.5 برای u(t) و x(t) مطلق خطای :٢ جدول

Chang et al.
t N=3,x(t) N=4,x(t) N=5,x(t) N=3,u(t) N=4,u(t) N=5,u(t)

0.0 2.00×10−6 1.24×10−6 6.00×10−7 1.93×10−4 4.00×10−5 1.22×10−6

0.1 5.67×10−5 7.88×10−6 2.79×10−6 2.14×10−5 1.21×10−6 3.54×10−8

0.2 4.45×10−4 1.13×10−5 4.16×10−7 6.36×10−5 1.57×10−5 2.83×10−7

0.3 7.87×10−5 8.26×10−6 1.78×10−7 7.94×10−5 3.45×10−6 2.89×10−7

0.4 8.65×10−5 3.51×10−5 6.66×10−7 5.32×10−5 2.41×10−5 2.10×10−7

0.5 9.37×10−5 1.36×10−6 1.29×10−6 1.08×10−4 3.54×10−6 4.52×10−7

0.6 3.32×10−4 4.33×10−6 8.15×10−8 4.14×10−5 1.38×10−5 2.15×10−7

0.7 8.66×10−5 8.46×10−5 3.44×10−8 4.62×10−5 1.10×10−5 2.84×10−7

0.8 8.87×10−5 1.15×10−5 4.65×10−7 6.90×10−5 1.53×10−6 2.72×10−8

0.9 5.71×10−5 7.52×10−6 3.23×10−7 2.60×10−5 1.28×10−6 3.27×10−7
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بهینه سازي و کنترل سمینار اولین مبسوط چکیده

مشهد فردوسی دانشگاه ،1396 مهر 19-20

کسري مرتبه ي با بهینه کنترل مسائل براي پونتریاگین بیشینه ي اصل

وزیري محمودزاده اسداله و هادي نژاد∗ محسن

بیرجند دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه
mohsen.hadinejad93@birjand.ac.ir

amvaziri@birjand.ac.ir

نمایانگر اخیر تحقیقات شده اند. بررسی ریمان-لیوویل مشتقات با کسري دستگاه هاي تحقیق این در چکیده.
به طور کسري دیفرانسیل معادلات از استفاده با را بسیاري فیزیکی پدیده هاي دینامیک می توان که است آن
کنترل یک شامل کسري دیفرانسیل  معادلات اگر که می شود داده نشان تحقیق این در کرد. مدل سازي دقیق

می آید. بدست کسري کنترل بهینه ي مسئله ي یک باشند، مشخص عملکرد شاخص یک و متغیر

مقدمه .1
ایفا و... مکانیک الکترونیک، فیزیک، ریاضیات، در مهمی نقش کسري دیفرانسیل حساب گذشته سال هاي در
کسري بهینه ي کنترل  مسئله ي باشند، معیار تابعی و کنترل متغیر شامل کسري دیفرانسیل  معادلات اگر است. کرده

می گیریم نظر در را زیر م.ك.ب.ك. می آید. بدست (م.ك.ب.ك)
(Dα

a+y)(t) = g(t, y(t), u(t)), t ∈ [a, b].ت.ه (1 . 1)

(I1−α
a+ y)(a) = y0, (2 . 1)

u(t) ∈ M ⊂ Rm, t ∈ [a, b], (3 . 1)

H(y, u) =

∫ b

a

g0(t, y(t), u(t))dt −→ min, (4 . 1)

y0 ∈ Rn\{0} g0و : [a, b]×Rn×M −→ R gو : [a, b]×Rn×M −→ Rn آن در که
می باشد. 0 < α < 1 و

. کسري مشتقات پونتریاگین، کمینه اصل کسري، بهینه کنترل مسئله کلیدي. واژگان
سخنران ∗
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وزیري محمودزاده ا. و هادي نژاد م.

و بوده فشرده مجموعه ي M می کنیم فرض 1 < p < 1
1−α

و α ∈ (0, 1) فرض با .1 . 1 قضیه
؛ g ∈ C1 ،y ∈ Rn به نسبت (1g)

ت.ه. که t هر براي و بوده اندازه پذیر [a.b] روي g0(., y, u) تابع u ∈ M و y ∈ Rn هر براي (2g)
؛ باشد پیوسته M روي g0(t, y, .) تابع y ∈ Rn هر و است [a.b] به متعلق

، y ∈ Rn هر و است [a.b] به متعلق ت.ه. که t هر براي و بوده g0 ∈ C1 ،y ∈ Rn به نسبت (3g)
، a1 ∈ L1

(
[a, b],R+

0

) و a2 ∈ Lp′
(
[a, b],R+

0

) ،(1
p
+ 1

p′
= 1) با u ∈ M

باشند: برقرار زیر نامساوي هاي C1, C2 ≥ 0

|g0(t, y, u)| ≤ a1(t) + C1|y|p,
|(g0)x(t, y, u)| ≤ a2(t) + C2|y|p−1,

پذیر اندازه [a, b] روي (g0)y(., y, u) و gy(., y, u) توابع u ∈ M ، y ∈ Rn هر ازاي به (4g)
باشند؛

(g0)y(t, y, 0) ,gy(tو y, yتوابع(0 ∈ Rn هر براي و است [a, b] به متعلق ت.ه. که t هر براي (5g)
باشند؛ پیوسته M روي

مجموعه ي y ∈ Rn هر و است [a, b] به متعلق ت.ه. که t هر براي (6g)

Z̃ :=

{
(g0(t, y, u), g(t, y, u)) ∈ Rn+1, u ∈ M

}
؛ باشد محدب

λ ∈ Iαb−(L
p′) تابع آنگاه باشد 4 . 1 تا 1 . 1 مسئله ي موضعی بهینه جواب (y∗(.), u∗(.)) زوج اگر

و است [a, b] به متعلق ت.ه. t براي که بطوري دارد وجود
(I1−α

b− λ)(b) = 0, (5 . 1)
داریم:

(Dα
b−λ)(t) = gTy (t, y∗(t), u∗(t))λ(t)− (g0)y(t, y∗(t), u∗(t)) (6 . 1)

داریم: است [a, b] به متعلق ت.ه. که t براي این بر علاوه
(7 . 1)

g0(t, y∗(t), u∗(t))−λ(t)g(t, y∗(t), u∗(t)) = min
u∈M

{g0(t, y∗(t), u)−λ(t)g(t, y∗(t), u)}.

،v(.) ∈ Lp([a, b],Rn) Cو ∈ Rn×n 1اگر < P < 1
1−α

0و < α < فرض1 با .2 . 1 قضیه
Dα)}مسئله ي

a+
x)(t)=Cx(t)+v(t), t∈[a,b] ت.ه.

(I1−α

a+
x)(a)=x0

(8 . 1)

بشکل ت.ه. t ∈ [a, b] هر براي که دارد Iαa+(Lp)+{ d̃
(t−a)1−α ; d̃ ∈ Rn} در منحصربفرد جواب یک

می گردد بیان زیر

x(t) = Φ(t− a)x0 +

∫ t

a

Φ(t− s)v(s)ds (9 . 1)

٩۵



مسئله ي ،w ∈ Rn و D ∈ Rn×n براي P ≥ 1 و 0 < α < 1 فرض با .3 . 1 Dα)}قضیه
b−

x)(t)=Dx(t)+w, t∈[a,b].ت.ه

(I1−α

b−
x)(b)=0

می گردد: بیان زیر شکل به که است Iαb−(Lp) در x(.) منحصربفرد جواب یک داراي

X(t) =
∞∑
k=0

Dk(b− t)α(k+1)

Γ(α(k + 1) + 1)
w, t ∈ [a, b].

پژوهش دست آورد هاي .2
می پردازیم: زیر م.ك.ب.ك. حل به شده بیان قضیه هاي کاربرد و پژوهش این از دستاوردي عنوان به

؛ p = 3
2

، α = 1
2

، y0 =

[
0
1

]
، B =

[
−1
−1

]
، A =

[
0 1
0 0

]
،y ∈ R2 فرض با

می گیریم: نظر در را زیر م.ك.ب.ك.
(Dα

0+y)(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, ت.ه.[2 (1 . 2)

(I1−α
0+ y)(0) = y0, (2 . 2)

u(t) ∈ [0, 1], t ∈ [0, 2], (3 . 2)

H(y, u) =

∫ 2

0

(y1(t)− y2(t) + u(t))dt −→ min, (4 . 2)
حالت این در

g(t, y, u) = Ay +Bu,

g0(t, y, u) = ⟨(1,−1), y⟩+ u.

البته،
Ak = (AT )k = 0, k ≥ 2,

gy(t, y, u) = A, (g0)y(t, y, u) = [1,−1].

جواب (y∗(.), u∗(.)) اگر نتیجه، در برقرارند. 1 . 1 قضیه ي مفروضات تمام که داد نشان می توان براحتی
بطوریکه دارد وجود λ(.) ∈ I

1
2

2−(L
3) یک باشد، تا2 . 4 1 . 2 مسئله ي موضعی )بهینه

D
1
2

2−λ
)
(t) = ATλ(t) +

[−1

+1

]
, t ∈ [0, 2] ت.ه. (5 . 2)

(
I

1
2

2−λ
)
(2) = 0 (6 . 2)

: داریم ت.ه. t ∈ [0, 2] هر براي بعلاوه
u∗(t)− λ(t)Bu∗(t) = min

u∈[0,1]
{u− λ(t)Bu}. (7 . 2)
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وزیري محمودزاده ا. و هادي نژاد م.

است زیر شکل به 6 . 2 ، 5 . 2 مسئله ي جواب که می رسیم نتیجه این به 3 . 1 قضیه ي از

[
λ1(t)
λ2(t)

] =

− (2−t)
1
2

Γ( 32 )

(2−t)
1
2

Γ( 32 )
− (2−t)

Γ(2)

 , t ∈ [0, 2].

است زیر شرط معادل ت.ه. t ∈ [0, 2] هر براي 7 . 2 شرط نتیجه در

u∗(t)− (2− t)u∗(t) = min
u∈[0,1]

{u− (2− t)u} =

{t−1 t∈[0,1]

0 t∈[1,2]

بنابراین
u∗(t) =

{1 t∈[0,1] ت.ه.

0 t∈[1,2] ت.ه.
می شود معرفی زیر بشکل u∗(0) با متناظر 2 . 2 ، 1 . 2 دستگاه جواب یک ، 2 . 1 قضیه ي به توجه با

y∗(t) = Φ(t)y0+

∫ t

0

Φ(t−s)Bu∗(s)ds = Φ(t)

[0

1

]
+

{∫ t
0 Φ(t−s)Bds t∈[0,1] ت.ه.

∫ t
0 Φ(t−s)Bds t∈[1,2] ت.ه.

که داد نشان می توان براحتی

y∗(t) =

{
1−t− t

1
2

Γ( 32 )

t
− 1

2

Γ( 12 )
− t

1
2

Γ( 32 )

, t∈[0,1] ت.ه.


− t

1
2 −(t−1)

1
2

Γ( 32 )

t
− 1

2

Γ( 12 )
− t

1
2 −(t−1)

1
2

Γ( 32 )

, t∈[1,2] ت.ه.

4 . 2 تا 1 . 2 مسئله ي بهینه جواب می تواند که است زوجی تنها (y∗(t), u∗(t)) جفت که است معنی بدان این
باشد.
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